
深度课堂的教学实践
———以“阿基米德三角形”教学为例

朱振华
( 浙江省湖州市菱湖中学，313018)

随着课改的深入，广大一线教育工作者
将更加重视课堂教学的深度． 所谓深度教学
是指让学生深度参与教学过程且深刻把握学
习内容的教学，能正确反映学科的本质，用学
科特有的精神和文化去打造学生的学科素
养，用学科特有的魅力和美感去激发学生的
学习动力． 本文以“阿基米德三角形”课堂教
学为例，反思深度教学的过程，以期为广大师
生更好地提高课堂教学的效果提供参考．

一、深度教学的实质与意义
深度教学是当前教育领域的一个重要概

念，随着教育改革的不断深入，教师和学生都
对教育有着更高的期望． 在探索教育发展中，
深度教学越来越受到教育工作者的重视． 数
学深度教学是指注重挖掘数学概念的内涵和
外延，重视培养学生多方面的能力以及领悟
数学的思想方法，如数学语言能力、归纳能
力、分析探究能力和类比思想、数形结合思
想、化归思想等，从而实现数学核心素养养成
的教学过程．

二、深度课堂的探索
在高三数学二轮专题复习中，笔者聆听

了“阿基米德三角形”一课，现将课堂内容整
理如下．

1．阿基米德三角形的概念
过圆锥曲线上任意两点 A，B 分别作两条

切线相交于点 P，则称PAB为阿基米德三角
形，其中∠APB为顶角，AB为底边．当底边 AB
过圆锥曲线的焦点时，PAB称为阿基米德焦
点三角形．如图 1 分别为椭圆、双曲线和抛物
线的阿基米德三角形．
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图 1
2．阿基米德三角形的性质
已知 A( x1，y1 ) ，B( x2，y2 ) 分别是抛物线

C: x2 = 2py上的任意两点，以 A，B两点分别为
切点的切线相交于点 P，则有以下性质:

性质 1 点 P的坐标为 x1 + x2
2 ，

x1x2
2p( ) ．

性质 2 底边 AB 所在的直线方程为( x1
+ x2 ) x － 2py － x1x2 = 0．

性质 3 PAB的面积 S =
| x1 － x2 |

3

8p ．

性质 4 若阿基米德三角形的底边 AB过
定点( 0，m) ( m ＞ 0) ，则有

( 1) 顶点 P的轨迹方程为 y = － m;
( 2) 两条切线的斜率 kAP，kBP 的乘积为定

值 － 2m
p ;

( 3) 当m = p
2 ，底边 AB过焦点 F时，点 P

在准线 y = － p
2 上，且 PA⊥ PB，PF⊥ AB．
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性质 5 在阿基米德三角形中，∠PFA =
∠PFB．

( 在此教学环节中，教师将以上性质通过
幻灯片进行放映，并没有给出相应的证明与
说明． )

3．阿基米德三角形的应用
类型 1 线段长度问题
例 1 已知点 F为抛物线 C: y2 = 2px的

焦点，过点 F的直线 l与该抛物线交于 A，B两
点，l1，l2分别是该抛物线 C在点 A，B的两条切
线，l1，l2相交于点 P，设 | AF | = a，| BF | = b，
求 | PF | 的值．

教师:由性质 4知PAB为直角三角形，且
PF⊥ AB．由直角三角形的射影定理知| PF | 2 =

| AF |·| BF | = ab，故 槡| PF | = ab ．
例 2 已知点 An ( xn，yn ) 是抛物线 C:

x2 = 4y上的点，其中 n∈ N* 过焦点 F的直线
FAn 交抛物线于另一点 Bn ( sn，tn ) ．

( 1) 求证: xnsn = － 4;
( 2) 取 xn = 2n，记 Pn 为抛物线上分别以

An，Bn 为切点的两条切线的交点，求证: | FP1 |
+| FP2 | + … +| FPn | = 2n － 2 －n+1 + 1．
教师: ( 1) 只需要利用性质 4 即可得到

xnsn = － 2p = － 4．

( 2) 由性质 1 知，点 Pn
xn + sn

2 ，－ 1( )，根
据两点间的距离公式得 | FPn |

2 = xn + sn
2( )

2

+ 4 =
x2n + s2n

4 + 2 =
x2n
4 + 4

x2n
+ 2 = xn

2 + 2
xn

( )
2

，

从而 | FPn | =
xn

2 + 2
xn

．最后只需要利用分组

求和法就可得到所要证明的结论．
( 教师解题思路清晰，但学生缺乏思考时

间，理解不够深刻． )
类型 2 轨迹方程问题
例 3 已知抛物线 C1 : x

2 = 4y，C2 : x
2 =

－ 2py( p ＞ 0) ，点 M( x0，y0 ) 是抛物线 C2 上的

一动点，当 x0 = 1 －槡2 时，抛物线 C1 的切线

MA的斜率为 － 1
2 ．

( 1) 求 p的值;
( 2) 当 M( x0，y0 ) 在抛物线 C2 上运动时，

求线段 AM的中点 N的轨迹方程．
教师: ( 1) 可以利用导数法求出切点 A的

坐标 － 1，14( )，再利用斜率公式求出点 M 的

坐标 1 －槡2，槡
2 2 － 3

4( )，从而得出 p = 2．

( 2) 由性质 1得出点 M x1 + x2
2 ，

x1x2
4( )，利

用中点坐标公式得出 N x1 + x2
2 ，

x21 + x22
8( )，由

于点 M x1 + x2
2 ，

x1x2
4( )在抛物线 C2 上，从而

x1x2 = －
x21 + x2

6 ，可以得到线段 AM 的中点 N

的轨迹方程是 x2 = 4
3 y( x≠ 0) ．

( 教师解题思路清晰，学生仍然缺乏思考
时间，很多同学看上去一脸懵懂． )

类型 3 定点定值问题
例 4 已知抛物线C: x2 = 2py( p ＞ 0) ，其

焦点为 F，点 O为坐标原点，过焦点 F 作斜率
为 k( k≠ 0) 的直线，交抛物线 C于 A，B两点，
过 A，B两点分别作抛物线 C的两条切线，这两
条切线交于点 M．

( 1) 求OA→ ·OB→ 的值;
( 2) 设直线 MF 与抛物线相交于 C，D 两

点，且四边形 ABCD的面积为32
3 p2，求直线 AB

的斜率 k．
教师: ( 1) 可以利用焦点弦的有关结论直

接得到OA→ ·OB→ = x1x2 + y1y2 = p2

4 + ( － p2 ) =

－ 3
4 p2 ．

( 2) 由弦长公式可得 | AB | = 1 + k槡
2 |·

x1 － x2 | = 2p( k2 + 1) ，再利用性质 4得到 MF

⊥ AB． 从而有 | CD | = 2p 1
k2

+ 1( )，最后由
S四边形ABCD = 2p2 k2 + 1

k2
+ 2( ) = 32

3 p2，解得k =
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±槡33 ．

4．课堂练习与小结( 略)
由上述过程可以看出，在整个教学活动

中，教师处于主导地位，学生处于被动接受地
位，缺乏独立思考与深入探索． 一节课下来，
大多数同学仍然知其然而不知其所以然．

如何让学生深度参与教学过程且深刻把
握学习内容，正确反映学科的本质，用学科特
有的精神和文化去打造学生的学科素养，用
学科特有的魅力和美感去激发学生的学习动
力?为此，可将“阿基米德三角形”分成如下两
个课时:第一课时是性质的阐述; 第二课时是
性质的应用．设计一系列问题，引导学生积极
思考，深度参与．

第一课时:
例题 已知 A( x1，y1 ) ，B( x2，y2 ) 分别是

是抛物线 C: x2 = 2py上的任意两点，以 A，B两
点分别为切点的切线相交于点 P，则点 P的坐

标为 x1 + x2
2 ，

x1x2
2p( ) ．

问题 1 抛物线 C: x2 = 2py的开口向哪
个方向?

问题 2 抛物线 C: x2 = 2py 在点 A( x1，
y1 ) ，B( x2，y2 ) 处的切线斜率如何求? ( 引导学
生利用导数求解) ．

问题 3 由切线 PA的方程: 2py = 2x1x －
x21，你能快速给出切线 PB的方程吗?

问题 4 根据两条切线方程你能得出点
P坐标吗?

问题 5 从两条切线方程中你还能得到什
么结论吗?( 引导学生得出点 P的轨迹方程)

第二课时:
例题 已知点 An ( xn，yn ) 是抛物线 C: x2

= 4y上的点，其中 n ∈ N* 过焦点 F 的直线
FAn 交抛物线于另一点 Bn ( sn，tn ) ．

( 1) 求证: xnsn = － 4;
( 2) 取 xn = 2n，记 Pn 为抛物线上分别以

An，Bn 为切点的两条切线的交点，求证: | FP1 |
+| FP2 | + … +| FPn | = 2n － 2 －n+1 + 1．

问题 1 过焦点的弦，两交点坐标之间有
什么性质?

问题 2 根据阿基米德三角形的性质 4，
点 Pn 的坐标与 An，Bn 的坐标有什么关系?

问题 3 根据两点间的距离公式，如何求
| FPn | ?

问题 4 由 | FPn | =
xn

2 + 2
xn
和 xn = 2n，

如何计算 | FP1 | + | FP2 | + … +| FPn | ?
( 引导学生利用分组求和得出结论)
三、深度课堂的教学反思
1．深度课堂是立足于真实情境的问题解

决的教学
核心素养离不开知识，但单纯的知识不

等于素养，只有将知识与技能用于解决复杂
问题和处理不可预测情境所形成的综合能力
才是核心素养． 深度课堂教学强调让学生在
真实情境里，通过自主与合作学习，迁移所学
知识，解决实际问题．

2．深度课堂是突出深度思辨的思维指向
的教学

就学习而言，假设、推断、思辨、想象、联想
比知识更重要．通过思辨培养学生敢于实践、
勇于探究的科学精神和追求真理、敢于质疑
的批判性思维，并引导学生去关注人与自我、
人与他人、人与自然、人与社会的关系，去思
考人类的幸福和未来; 通过思辨引导学生根
据具体问题，独立思考、自主判断，比较和辨
析不同观点，去发现新问题、提出新观点、探
寻新规律．因此，深度课堂教学具有区别于传
统学习的上述显著特征，深度课堂教学更符
合核心素养的培养．

3．深度课堂是基于高质量问题的教学
“教学过程是一种提出问题、解决问题的

持续不断的过程”． 若干年前的一则报道，标
题为“他们为什么不鼓掌”． 说的是国外的一
个教育代表团到上海希望听一节中国特色的
科学教育的公开课，下课时听课的中国同行
禁不住掌声雷动，而听课的国外同行却面无
表情．事后国外同行提出了这样的疑问: 这堂
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课老师问问题，学生回答问题，学生没有带着
一个问题进课堂，也没有带着一个问题出课
堂，学生更没有提出高质量的问题，这堂课还
有上的价值和必要吗?基于核心素养的教学
应该是基于问题的探究性教学，教学的中心
是问题的发现、提出和解决． 而问题教学的最
高境界是引导、鼓励学生提出高质量的问题．
新课改实施以来，不可否认的是教师的问题
意识增强了，问题教学成为了常态，但问题的
质量不高，缺乏那种牵一发动全身的“大问
题、主问题、核心问题、高阶思维问题”，尤其
是教师主导问题的状况并没有得到根本性解
决．问题教学需要“2. 0 的升级版”，即问题从
单一走向综合、从封闭走向开放、从“一对一”
走向“一对多”、从知识的记忆巩固走向问题
探究，从浅层思维走向高阶思维，尤其要改变
“唯标准答案的倾向”，从“基于答案”走向
“通过答案”，培养学生的怀疑精神、批判性思
维和创新能力．

4．深度课堂教学是学生充分参与的教学
就学生在教学过程中的投入程度来讲，

深度教学是让学生充分参与的教学，因此教
师只能进行“有限教导”． 在教学中，教师必须

尽力控制自己的讲授、指导，给学生充足的学
习机会:一方面，教师要“少讲”，以便给学生
足够的学习时间; 另一方面，教师要“隐身”，
以便让学生全身心地投入学习． 只有通过自
学和合作学习都无法完成的任务，教导才是
必要的．

总之，数学教学只有深入方可浅出，才能
真正达到举重若轻的效果． 数学课堂教学需
要教师巧设疑问，合作探讨、激发兴趣，从而
提高学生的数学素养． 这就需要转变教学思
想，注重培养学生数学的反思能力和思维能
力，丰富教学形式，提高课堂的生动性，注重
学生的接受能力，科学合理地进行课堂教学，
明确深度课堂教学在高中数学教学中的作
用，引导学生进行深度学习，促进学生数学核
心素养的提升．
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( 上接第 33 页)
6．布置作业，综合延伸
( 1) 课本第 32 页练习 7. 4 第 2、第 4 题;
( 2) 练习部分:习题 7. 4 A组;
( 3) 网上查阅了解哥德巴赫猜想与费马

大定理．
三、几点说明
( 1) 数学归纳法是一种用于证明与自然

数 n有关的命题正确性的证明方法，它的操作
步骤简单、明确，教学重点不应该仅仅是方法
的应用，还应强化数学归纳法产生过程的教
学．数学归纳法的两个步骤，不是教师直接给
出，而是师生共同讨论探索得出．

( 2) 在方法设计上采用了在教师指导下
的师生共同讨论、探索，目的是加强学生对教

学过程的参与． 为了使这种参与有一定的智
能度，教师应做好发动、组织、引导和点拨． 学
生的思维参与往往是从问题开始的，本节课
按照思维次序编排了一系列问题串，让学生
投入到思维活动中来． 把本节课的研究内容
置于问题之中，在逐步展开中，引导学生用已
学的知识、方法予以解决，并获得知识体系的
更新与拓展．

( 3) 运用数学归纳法证明与正整数有关
的数学命题，两个步骤缺一不可． 理解数学归
纳法中的递推思想，尤其要注意第二步证明 n
= k + 1命题成立时必须要用到 n = k时命题
成立这个条件，这也是这节课的难点，设计中
采用反例辨误，加深递推思想的理解．
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