
定理巧妙化解两弦的斜率和这个主要条件，过程简

洁，计算量小． 平移坐标系后，三角形面积不变． 由

于 Ａ′与坐标原点重合，Ｐ′（ｘ１，ｙ１），Ｑ′（ｘ２，ｙ２），所以

Ｓ△ＰＡＱ ＝ Ｓ△Ｐ′Ａ′Ｑ′ ＝ １
２ ｘ１ｙ２ － ｘ２ｙ１ ． 注意到 ｘ１ ｙ２ －

ｘ２ｙ１ 也是齐次式，运用齐次化构造技巧

ｘ１ｙ２ － ｘ２ｙ１

ｍ（ｘ１ ＋ ｙ１）·ｍ（ｘ２ ＋ ｙ２）
， 将 面 积 转 化 为 关 于

ｋＡ′Ｐ′、ｋＡ′Ｑ′的式子求解． 这种解法不仅避免了点 Ｐ、Ｑ
坐标的求解，也避免了直线 ＰＱ 方程的求解及结合

韦达定理求解边长，从而了优化三角形面积求解

路径．

■■■■■■■■■■■■■■■■■■■■■■■■■■■■■■■■■■■■■■■■■■■■■■■

利用底边过焦点的阿基米德三角形性质解高考题

甘肃省灵台县第一中学　 （７４４４００） 　 王海燕

　 　 阿基米德最早利用逼近思想证明了抛物线的

弦与抛物线所围成封闭图形的面积，等于抛物线的

弦与过弦端点的两条切线所围三角形面积的三分

之二． 后来人们称由抛物线的弦与过该弦端点的两

切线所围成的三角形为阿基米德三角形． 其中该弦

称为阿基米德三角形的底边，阿基米德三角形有许

多性质，底边过焦点的阿基米德三角形有如下常见

结论：

图 １

如图 １，ＡＢ 是过抛

物线 Ｃ：ｘ２ ＝ ２ｐｙ 焦点 Ｆ
的弦，Ｃ 在点 Ａ，Ｂ 处的

切线 ＱＡ，ＱＢ 交于 Ｑ 点，
点 Ｍ ｘ０，ｙ０( )为 ＡＢ 的中

点． △ＱＡＢ 即为阿基米

德三角形，其中 ＡＢ 为阿

基 米 德 三 角 形 的 底

边，则
（１）切线 ＱＡ，ＱＢ 的交点 Ｑ 在抛物线 Ｃ 的准

线上；
（２）底边上的中线平行于抛物线的对称轴，即

ｘＱ ＝ ｘ０；
（３） △ＱＡＢ 是直角顶点在抛物线准线上的

ＲｔΔ，即 ＡＱ⊥ＢＱ；
（４）ＦＱ⊥ＡＢ；
（５）阿基米德三角形面积的最小值为 ｐ２ ．

证明：（１）设直线 ＡＢ 的方程为 ｙ ＝ ｋｘ ＋ ｐ
２ ，由

ｙ ＝ ｋｘ ＋ ｐ
２ ，

ｘ２ ＝ ２ｐｙ，
{ 得 ｘ２ － ２ｐｋｘ － ｐ２ ＝ ０． 设 Ａ （ ｘ１， ｙ１ ），

Ｂ（ｘ２，ｙ２），则 ｘ１ ＋ ｘ２ ＝ ２ｐｋ，ｘ１ ｘ２ ＝ － ｐ２ ． 由 ｘ２ ＝ ２ｐｙ，

求导得 ｙ′ ＝ ｘ
ｐ ，故抛物线在点 Ａ，Ｂ 处切线斜率分别

为
ｘ１

ｐ ，
ｘ２

ｐ ，故 ＱＡ，ＱＢ 的方程分别为 ｙ － ｙ１ ＝
ｘ１

ｐ （ｘ －

ｘ１），ｙ － ｙ２ ＝
ｘ２

ｐ （ｘ － ｘ２），又由点 Ａ，Ｂ 在抛物线上，所

以 ｘ２
１ ＝ ２ｐｙ１，ｘ２

２ ＝ ２ｐｙ２，代入两切线方程化简，可得切

线 ＱＡ，ＱＢ 的方程分别为 ｘ１ ｘ ＝ ｐ（ｙ ＋ ｙ１），ｘ２ ｘ ＝ ｐ（ｙ

＋ ｙ２），联立消去 ｙ１，ｙ２，解得 ｘ ＝
ｘ１ ＋ ｘ２

２ ，ｙ ＝
ｘ１ｘ２

２ｐ ＝

－ ｐ
２ ，所以 Ｑ（

ｘ１ ＋ ｘ２

２ ， － ｐ
２ ），从而过 ＡＢ 端点的两条

切线的交点 Ｑ，在抛物线 Ｃ 的准线上 ｙ ＝ － ｐ
２ 上．

（２）由（１）知两条切线的交点 Ｑ 的横坐标 ｘＱ ＝
ｘ１ ＋ ｘ２

２ ，而线段 ＡＢ 中点 Ｍ 的横坐标 ｘ０ ＝
ｘ１ ＋ ｘ２

２ ，所

以 ｘＱ ＝ ｘ０ ．

（３）因为 ｋＡＱ ＝ ｙ′ ｘ ＝ ｘ１ ＝
ｘ１

ｐ ，ｋＢＱ ＝ ｙ′ ｘ ＝ ｘ２ ＝
ｘ２

ｐ ，故

ｋＡＱ·ｋＢＱ ＝
ｘ２ｘ２

ｐ２ ＝ － ｐ２

ｐ２ ＝ － １． 所以 ＡＱ⊥ＢＱ． 所以此

阿基米德三角形为直角顶点在抛物线准线上的直

角三角形．

（４）由（１）知 Ｑ（
ｘ１ ＋ ｘ２

２ ， － ｐ
２ ），得直线 ＦＱ 的斜

率 ｋＦＱ ＝

ｐ
２ － （ － ｐ

２ ）

０ －
ｘ１ ＋ ｘ２

２

＝ － ２ｐ
ｘ１ ＋ ｘ２

，又直线 ＡＢ 的斜率
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ｋＡＢ ＝
ｙ２ － ｙ１

ｘ２ － ｘ１
＝

ｘ２
２

２ｐ －
ｘ２
１

２ｐ
ｘ２ － ｘ１

＝
ｘ１ ＋ ｘ２

２ｐ ，所以 ｋＦＱ·ｋＡＢ ＝ － １．

所以 ＦＱ⊥ＡＢ．

（５）ＡＢ 过焦点，点 Ｑ 的轨迹方程为 ｙ ＝ － ｐ
２ ，即

在抛物线 Ｃ 的准线上． 又点Ｍ ｘ０，ｙ０( )为 ＡＢ 的中点．

ＱＭ ＝
ｙ１ ＋ ｙ２

２ ＋ ｐ
２ ＝

ｘ２
１

２ｐ ＋
ｘ２
２

２ｐ
２ ＋ ｐ

２ ＝
ｘ２
１ ＋ ｘ２

２

４ｐ ＋ ｐ
２ ≥

２ ｘ１ｘ２

４ｐ ＋ ｐ
２ ＝ ２ｐ２

４ｐ ＋ ｐ
２ ＝ ｐ，而 Ｓ△ＡＢＱ ＝ １

２ ＱＭ ·

ｘ１ － ｘ２ ≥ ＱＭ ｘ１ｘ２ ≥ｐ２ ．
事实上，利用上述结果有如下结论：
结论 １　 若切线 ＱＡ，ＱＢ 的交点 Ｑ 在抛物线 Ｃ

的准线上，则抛物线 Ｃ 的弦 ＡＢ 必过焦点． 即命题

（１）的逆命题也成立．

证明：由于过点 Ａ，Ｂ 的切线方程分别为 ｙ －
ｘ１

２ｐ

＝
ｘ１

ｐ （ｘ － ｘ１），ｙ －
ｘ２

２ｐ ＝
ｘ２

ｐ （ｘ － ｘ２），联立可解得 Ｑ 点

的横坐标，ｘＱ ＝
ｘ１ ＋ ｘ２

２ ，将其代入 Ａ 处的切线方程，

可得 Ｑ 点的纵坐标 ｙＱ ＝
ｘ１ｘ２

２ｐ ，又 Ｑ 在抛物线 Ｃ 的准

线上，故 ｙＱ ＝ － ｐ
２ ，即有 ｘ１ｘ２ ＝ － ｐ２ ． 设弦 ＡＢ 所在直

线的方程为 ｙ ＝ ｋｘ ＋ｍ，由
ｙ ＝ ｋｘ ＋ｍ，
ｘ２ ＝ ２ｐｙ{ 得 ｘ２ － ２ｐｋｘ －

２ｐｍ ＝ ０，所以 ｘ１ ＋ ｘ２ ＝ ２ｐｋ，ｘ１ ｘ２ ＝ － ２ｐｍ． 所以 ｘ１ ｘ２

＝ － ｐ２ ＝ － ２ｐｍ，即 ｍ ＝ ｐ
２ ，故弦 ＡＢ 必过抛物线的

焦点（０， ｐ
２ ）．

结论 ２　 阿基米德三角形底边上的中线平行于

抛物线的对称轴． 即结论（２）可推广到一般的阿基

米德三角形． （证略． ）
结论 ３ 　 若 Ａ（ｘ１，ｙ１），Ｂ（ｘ２，ｙ２），中点 Ｍ（ｘ０，

ｙ０），则阿基米德三角形 ＱＡＢ 的底边 ＡＢ 所在直线方

程为（ｘ１ ＋ ｘ２）ｘ ＋ － ２ｐｙ － ｘ１ ｘ２ ＝ ０；若 ＡＢ 过焦点，则
可化为 ２ｘ０ｘ － ２ｐｙ ＋ ｐ２ ＝ ０；切线 ＱＡ，ＱＢ 的方程分别

为 ｘ１ｘ ＝ ｐ（ｙ ＋ ｙ１），ｘ２ｘ ＝ ｐ（ｙ ＋ ｙ２）． （证略． ）
例 １　 （２０１４·辽宁卷）已知点 Ａ（ － ２，３）在抛

物线 Ｃ：ｙ２ ＝ ２ｐｘ 的准线上，过点 Ａ 的直线与 Ｃ 在第

一象限相切于点 Ｂ，记 Ｃ 的焦点为 Ｆ，则直线 ＢＦ 的

斜率为（ 　 　 ）．

Ａ． １
２ 　 　 　 Ｂ． ２

３ 　 　 　 Ｃ． ３
４ 　 　 　 Ｄ． ４

３
解：由点 Ａ（ － ２，３）在抛物线 ｙ２ ＝ ２ｐｘ 的准线

上，知 － ｐ
２ ＝ － ２，故抛物线方程为 ｙ２ ＝ ８ｘ，即

Ｆ（２，０）． 利用性质（４），ＡＦ⊥ＢＦ，故 ｋＢＦ ＝ － １
ｋＡＦ

＝

４
３ ，选 Ｄ．

评注：利用底边过焦点的阿基米德三角形的性

质，过准线上一点作抛物线的两切线，则两切点的

连线过焦点，且准线上该点与焦点的连线垂直与两

切点的连线． 相比于：设 Ｂ（
ｙ

０
２

８ ，ｙ０），得 Ｂ 点处切线

方程 ｙｙ０ ＝ ４（ｘ ＋
ｙ２
０

８ ），由 Ａ（ － ２，３）在切线上，得ｙ０ ＝

８ 后，知 Ｂ（８，８），又 Ｆ（２，０），再求得 ｋＡＢ，运算得到

了简化．
例 ２　 （２０１８·新课标Ⅲ卷）已知点 Ｍ（ －１，１）和

抛物线 Ｃ：ｙ２ ＝４ｘ，过 Ｃ 的焦点且斜率为 ｋ 的直线与 Ｃ
交于 Ａ，Ｂ 两点．若∠ＡＭＢ ＝９０°，则 ｋ ＝ 　 　 　 　 ．

解：抛物线 Ｃ 的焦点为 Ｆ（１，０），显然点Ｍ（ － １，
１） 在 Ｃ 的 准 线 上， 又 ∠ＡＭＢ ＝ ９０°， 可 以 判 断

Ｒｔ△ＡＭＢ就是底边过焦点的阿基米德三角形，根据

结论（３），ＦＭ⊥ＡＢ． 所以有 ｋ·ｋＦＭ ＝ － １，即 ｋ·
１ － ０
－ １ － １ ＝ － １，故得 ｋ ＝ ２．

评注：本题不用性质，常规解法相对计算量大．
依抛物线 Ｃ 的焦点为 Ｆ（１，０），可设直线 ＡＢ：ｙ ＝ ｋ（ｘ

－ １），联立
ｙ ＝ ｋ（ｘ － １），
ｙ２ ＝ ４ｘ，{ 消去 ｙ 得 ｋ２ ｘ２ － （２ｋ２ ＋ ４）

ｘ ＋ ｋ２ ＝ ０，设 Ａ （ ｘ１， ｙ１ ），Ｂ （ ｘ２， ｙ２ ），则 ｘ１ ＋ ｘ２ ＝
２ｋ２ ＋ ４

ｋ２ ，ｘ１ ｘ２ ＝ １，又 ｙ１ ＋ ｙ２ ＝ ｋ（ ｘ１ ＋ ｘ２） － ２ｋ ＝ ４
ｋ ，

ｙ１ｙ２ ＝ ｋ２［ｘ１ｘ２ － （ｘ１ ＋ ｘ２） ＋ １］ ＝ － ４． 依据ＭＡ→·ＭＢ→

＝ （ｘ１ ＋ １）（ｘ２ ＋ １） ＋ （ｙ１ － １）（ｙ２ － １） ＝ ｘ１ ｘ２ ＋ （ｘ１

＋ ｘ２） ＋ １ ＋ ｙ１ ｙ２ － （ｙ１ ＋ ｙ２） ＋ １ ＝ １ ＋ ２ｋ２ ＋ ４
ｋ２ ＋ １ － ４

－ ４
ｋ ＋ １ ＝ ０，可得 ｋ ＝ ２．

再如，（２０２１ 全国乙卷，理 ２１）已知抛物线 Ｃ：ｘ２

＝ ２ｐｙ ｐ ＞ ０( )的焦点为 Ｆ，且 Ｆ 与圆 Ｍ：ｘ２ ＋ （ｙ ＋ ４） ２
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＝ １ 上点的距离的最小值为 ４．
（１）求 ｐ；
（２）若点 Ｐ 在 Ｍ 上，ＰＡ，ＰＢ 是 Ｃ 的两条切线，

Ａ，Ｂ 是切点，求△ＰＡＢ 面积的最大值．

分析：（１）根据圆几何性质可得
ｐ
２ ＋ ４ － １ ＝ ４，

可解出 ｐ ＝ ２ 的值．
（２）△ＰＡＢ 是一般的阿基米德三角形，但可依

性质（１）的证明方法，利用导数求出直线 ＰＡ，ＰＢ，进
一步可求得直线 ＡＢ 的方程，将直线 ＡＢ 的方程与抛

物线的方程联立后，依弦长公式表示出 ＡＢ 及点 Ｐ
到直线 ＡＢ 的距离，把△ＰＡＢ 的面积表示成 Ｐ 点纵

坐标 ｙ０的二次函数，由 － ５≤ｙ０≤ －３，可求得△ＰＡＢ
面积的最大值．

例 ３　 （２０１９ 全国Ⅲ卷，理 ２１）已知曲线 Ｃ：ｙ ＝
ｘ２

２ ，Ｄ 为直线 ｙ ＝ － １
２ 上的动点，过 Ｄ 作 Ｃ 的两条切

线，切点分别为 Ａ，Ｂ．
（１）证明：直线 ＡＢ 过定点；

（２）若以 Ｅ（０， ５
２ ）为圆心的圆与直线 ＡＢ 相切，

且切点为线段 ＡＢ 的中点，求四边形 ＡＤＢＥ 的面积．

解：（１）由直线 ｙ ＝ － １
２ 是抛物线 Ｃ：ｘ２ ＝ ２ｙ 的

准线，可知△ＤＡＢ 是阿基米德三角形，因 Ｄ 点在准

线上，依据结论 １，可直线 ＡＢ 必过焦点（０， １
２ ）． 即直

线 ＡＢ 恒过定点．
（２）略．

例 ４　 （２０１３ 广东卷，理 ２０）已知抛物线 Ｃ 的顶

点为原点，其焦点 Ｆ ０，ｃ( ) ｃ ＞ ０( )到直线 ｌ：ｘ － ｙ － ２

＝０ 的距离为
３ ２
２ ． 设 Ｐ 为直线 ｌ 上的点，过点 Ｐ 作

抛物线 Ｃ 的两条切线 ＰＡ，ＰＢ，其中 Ａ，Ｂ 为切点．
（１）求抛物线 Ｃ 的方程；
（２）当点 Ｐ ｘ０，ｙ０( )为直线 ｌ 上的定点时，求直

线 ＡＢ 的方程；
（３） 当点 Ｐ 在直线 ｌ 上移动时，求 ＡＦ ·

ＢＦ 的最小值．
解：（１）依题意，设抛物线 Ｃ 的方程为 ｘ２ ＝ ４ｃｙ，

由
０ － ｃ － ２

２
＝ ３ ２

２ 及 ｃ ＞ ０，得 ｍ ＝ １． 所以抛物线 Ｃ

的方程为 ｘ２ ＝ ４ｙ．
（２）△ＰＡＢ 即为阿基米德三角形，设 Ａ（ ｘ１，

ｙ１），Ｂ（ｘ２，ｙ２），依据结论 ３ 可得切线 ＰＡ，ＰＢ 的方

程为 ｘ１ｘ － ２ｙ － ２ｙ１ ＝ ０，ｘ２ｘ － ２ｙ － ２ｙ２ ＝ ０ ． 由 Ｐ（ ｘ０，
ｙ０）在切线 ＰＡ，ＰＢ 上，得 ｘ１ ｘ０ － ２ｙ０ － ２ｙ１ ＝ ０，ｘ２ ｘ０

－ ２ｙ０ － ２ｙ２ ＝ ０ ． 所以 ｘ１，ｙ１( )， ｘ２，ｙ２( )为方程 ｘ０ ｘ －
２ｙ０ － ２ｙ ＝ ０ 的两组解． 所以直线 ＡＢ 的方程为 ｘ０ ｘ
－ ２ｙ － ２ｙ０ ＝ ０ ．

（３）略．
评注：本题第（２）问，由△ＰＡＢ 为阿基米德三角

形，根据结论 ３ 直接得直线方程． 也可设 Ａ（ｘ１，ｙ１），

Ｂ（ｘ２，ｙ２）后，由 ｋＡＢ ＝
ｙ２ － ｙ１

ｘ２ － ｘ１
＝
ｘ１ ＋ ｘ２

２ｐ ，得直线 ＡＢ 的

方程为 ｘ０ｘ － ２ｙ － ２ｙ０ ＝ ０．

■■■■■■■■■■■■■■■■■■■■■■■■■■■■■■■■■■■■■■■■■■■■■■■

一道 ２０２２年江西省预赛试题的探究

贵州省遵义师范学院附属实验学校　 （５６３００６） 　 杨　 晓

　 　 一、试题呈现

设 ｘ，ｙ，ｚ 是正实数，满足 ｘｙｚ ＝ １，证明： １ ＋ ８ｘ

＋ １ ＋ ８ｙ ＋ １ ＋ ８ｚ≥９．
这是 ２０２２ 年江西省高中数学预赛试题第 １０

题，试题简洁、对称、优美，是一道值得探究的好

题，本文对这道试题的证法、变式和推广作一

探究．

二、证法探究，不同视角、同样精彩

证法一：由已知条件结合均值不等式可得 ｘ ＋

ｙ ＋ ｚ≥３
３

ｘｙｚ ＝ ３，再由闵可夫斯基不等式可得

１ ＋ ８ｘ ＋ １ ＋ ８ｙ ＋ １ ＋ ８ｚ≥

１ ＋１ ＋１( )２ ＋ ８ ｘ ＋ ｙ ＋ ｚ( )
２ ≥ ３２ ＋ ８ × ３２ ＝

９，当且仅当 ｘ ＝ ｙ ＝ ｚ ＝ １ 时取等号，则 １ ＋ ８ｘ ＋
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