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以核心素养为导向的高中数学试题命制的实践与思考
—–以一道以“隐圆”为背景的解三角形多选题的命制为例

广东省佛山市第一中学 (528000) 王彩凤

摘要 本文以一道以“隐圆”为背景的解三角形多选题

的命制为例,介绍以核心素养为导向的高中数学试题命制的

步骤与策略,立足于高考试题研究,阐述了命题的构思、试题

命制的过程、试题的评价分析. 试题的题干表述清晰简洁,蕴

含了丰富的主干知识和思想方法,且可从多个角度进行解题,

鼓励思维创新,注重对关键能力和核心素养的考查,符合新

课程标准的命题要求,并进行了命题的反思,一道高质量的

题对教师的教学及学生的学习均具有良好的导向作用.

关键词 高中数学;核心素养;试题命制;解三角形;辅助

圆

数学学科核心素养包括数学抽象、逻辑推理、数学建模、

直观想象、数学运算和数据分析,是思维品质、关键能力以及

情感、态度与价值观的综合体现,是在数学的学习和应用过

程中逐步形成和发展的[1]. 为发展学生的核心素养,教师需

要引导学生去理解数学知识的本质,提高应用意识,而不是

让学生机械地背诵知识和解题方法. 高质量的试题会具有较

强的导向性,所以,数学试题的命制应以核心素养为导向,关

注数学的本质,考查学生的能力和核心素养. 笔者在参加“命

题·评题·品题”比赛中,命制了一道以“隐圆”为背景的解

三角形多选题,命题过程印象深刻,获益匪浅. 本文以此题的

命制为例,谈谈以核心素养为导向的高中数学试题命制的步

骤与策略.

1 命题构思
1.1 明确要求

解三角形与“隐圆”知识之间存在密切联系,命制的解三

角形多选题以“隐圆”为背景,围绕三角形的边、角、面积等元

素设计问题,题干力求简洁,考查正弦定理、余弦定理、基本

不等式、平面向量、圆等相关知识. 试题的求解突出强调学生

对三角形和圆的基础知识、基本方法的深入理解和灵活应用,

难度为中档偏难.

1.2 命题立意

依据新课程标准的要求,数学试题的考查内容不仅要聚

焦学生对重要数学概念、定理、方法、思想的理解和应用,还

应适度增加试题的思维量,发挥人才选拔功能[1]. 以“隐圆”

为背景的解三角形多选题的命制,注重考查学生综合应用知

识的能力,要求学生能突破原有思维的禁锢,挖掘题目中变

与不变的量,创新性地解决问题. 试题考查了转化与化归、函

数与方程等数学思想方法,考查了学生的直观想象能力、逻

辑推理能力、运算求解能力、创新能力等关键能力,考查了直

观想象、逻辑推理、数学运算等核心素养,体现基础性、综合

性和创新性的考查要求.

2 试题的命制过程
2.1 设计思路

以“隐圆”为背景的解三角形试题的命制,拟以多三角形

组合的模型作为研究的载体,围绕三角形的边、角、面积等元

素设计题目条件和问题. 解答者既可以利用正弦定理解三角

形,也可以借助题目中定长、定角条件构造辅助圆,创新性地

解决问题.

2.2 选材研究

根据设计思路,笔者重点研究了 2020年新高考数学全

国 II卷第 17题,并以此题为基础进行创作.

原题 (2020年新高考数学全国 II卷第 17题)∆ABC中,

sin2A−sin2B−sin2C = sinB sinC, (1)求A; (2)若BC = 3,

求∆ABC 周长的最大值.

这道高考题第 (1)小题结合正弦定理与余弦定理可求得

A =
2π

3
. 第 (2)小题的解法 1是利用余弦定理求出 AB,AC

之间的定量关系,依据 AB · AC 6 (
AB +AC

2
)2 建立关于

AB + AC 的不等式, 求出 AB + AC 的最大值, 进而求出

∆ABC 周长的最大值;解法 2是利用正弦定理化边为角,将

周长BC +AB+AC 转化为 3+ 3 cosB+
√
3 sinB,进而利

用三角函数的相关知识求解最大值;解法 3是关注三角形中

边与角的关系,发现定角A的对边BC为定值,依据“同弦所

对的圆周角相等或互补”这一性质,如图 1,可以构造∆ABC

的外接圆,则点 A为劣弧�BC 上的动点,当点 A为劣弧�BC

上的中点时, ∆ABC 的周长最大 (此结论可通过解法 1得到

严格证明) .

解法 1、2是常规的解题思路,解法 3在解答题中应用虽

然不够严谨,但其关注到边角之间存在的联系,根据定角构

造辅助圆这一做法,若能应用于选择题或者填空题,则可极

大降低运算量,提高思维量,又可考查学生的空间想象能力、
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创新解决问题的能力. 受此题启发,笔者以“隐圆”为背景,命

制了一道解三角形多选题.

图 1 图 2

2.3 联系与搭架

2.3.1 确定三角形模型

命题初步设想,基于“爪型”三角形模型,通过设定合适

的边角条件,构造辅助圆,探求三角形中角度、边长与面积的

最值问题. 如图 2,“爪型”三角形之“中线模型”,可以构造以

D为圆心,以 AB 为直径的圆;如图 3,“爪型”三角形之“角

平分线模型”, 可以分别构造 ∆ACD 和 ∆BCD 的外接圆;

如图 4,“爪型”三角形之“高模型”,可以构造∆ACD的外接

圆.

图 3 图 4

在以上“爪型”三角形模型中,均可以“隐圆”为背景设计

问题. 但这些设想已经有很多现成的题目,笔者想在此基础

上进一步创新命题,选择了图 5的多三角形模型作为命题的

基础模型.

图 5 图 6

2.3.2 问题的确定

题干设计为: 如图 5,∆ABC 中, AB = 3
√
3,点D,E 为

AB 的两个三等分点.

A选项设计为: 若 CD =
√
3,则∆ABC 为钝角三角形.

此选项难度不大,学生容易发现 B,C,E 三点在以点 D为圆

心的圆上 (图 6) ,可以快速判断选项是否正确,题目的起点

低、入口宽,增强学生继续往下探索的信心,考查了学生的数

学运算、直观想象能力.

B 选项设计为: 若 ∠ACD =
π

3
, 则 ∆ABC 的面积

最大值为
9
√
3

2
. 如图 7, 此选项的创新之处在于抓住

“S∆ABC =
3

2
S∆ACD”这一隐含条件设计问题, 学生需要

根据此关系将问题转化为求 ∆ACD的面积,提高了思维量,

考查了学生知识迁移、逻辑推理的能力. 而且此选项存在多

种解法,为不同层次的学生发挥他们的聪明才智提供了用武

之地,有效地提高了试题的区分度.

图 7 图 8

C选项设计为: 若 ∠ACD =
π

3
时,则 BC 长的最大值

为
√
31. 如图 8,此题设计背景与 B选项相同,其创新之处在

于构造辅助圆后, BC 的长可以转化为求圆外一点 B 到圆上

的点的距离最大值问题.

D 选项设计为: 若 ∠ACD = ∠BCE =
π

3
时, 则

cos∠DCE=

√
13 + 3

8
. 区别于前三个选项, 此选项的创

新做法是可构造两个圆来求解,有一定的难度,并且将此选

项设置为正确答案,不会做的学生不一定敢选,漏选只能得

部分的分,全部选对才可得满分,有效地提高了试题的区分

度.

从 A到 D选项,试题设计简洁新颖,呈现出入口宽、起点

低、坡度缓、尾巴翘的特点,方法多且具有明显的层次性,体

现“多思少算”的命题理念,既考查了学生的基础知识、基本

思想方法,又考查了学生的空间想象能力、逻辑推理能力和

创新解决问题的能力.

图 9 图 10

2.3.3 确定成题

多选题 如图 10, ∆ABC 中, AB = 3
√
3, 点 D,E 为

AB 的两个三等分点. 以下说法中正确的是 ( ) .

A. 若 CD =
√
3,则∆ABC 为钝角三角形.

B. 若 ∠ACD =
π

3
,则∆ABC 的面积最大值为

9
√
3

2
.

C. 若 ∠ACD =
π

3
,则 BC 长的最大值为

√
31.

D. 若 ∠ACD = ∠BCE =
π

3
,则 cos∠DCE =

√
13 + 3

8
.

参考答案 A, B, D.
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2.4 解答分析

2.4.1 思路分析

对于 A选项,可用代数法,利用余弦定理和方程思想求

出 AC,BC 之间的关系式,再代入

cos∠ACB =
AC2 +BC2 −AB2

2AC ·BC
< 0,

由此判断 ∆ABC 为钝角三角形. 也可用几何法, 观察图形

发现 CD = DE = DB,则点 C 在以 D 为圆心,以 BE 为

直径的圆上运动 (不与 B,E 重合) ,从图中可以直观地看出

∠ACB 为钝角.

对于 B选项,易得 S∆ABC =
3

2
S∆ACD ,将问题转化为

求 ∆ACD 的面积, 第一种解法为利用余弦定理得到关于

AC,CD 的定量关系,依据 AC2 + CD2 > 2AC · CD 建立

关于 AC · CD 的不等式,求出 AC · CD 的最大值,进而求

出 ∆ACD 面积的最大值;第二种解法为利用正弦定理化边

为角,将面积最值转化为三角函数的最值问题;第三种解法

是根据定角 ∠ACD 构造 ∆ACD 的外接圆,则点 C 为优弧�AD上的动点,当点 C 为优弧�AD的中点时,∆ACD的面积

最大.

对于 C选项,利用正弦定理将边化为角,将 BC 长度的

最值转化为三角函数的最值问题;也可以像 B选项的解法 3

一样,根据定角 ∠ACD构造∆ACD的外接圆,则点 C 为优

弧�AD上的动点,当 C 在 BO的延长线上时,此时 BC 的长

度最大.

对于 D选项, 第一种解法是分别在 ∆CED 和 ∆ACD

中应用正弦定理,通过共同边 CD 建立方程求解;第二种解

法是根据面积等量关系
S∆ACD

S∆CDE
= 2 建立方程求解; 第三

种解法是根据 ∆ABC 的对称性建立平面直角坐标系,求出

∆ACD 和 ∆BCE 的外接圆方程, 联立两圆方程求出点 C

的坐标,再应用数量积公式求解 cos∠DCE.

2.4.2 解法呈现

对于A选项,设∠A,∠B,∠ACB所对的边分别为 a, b, c,

有以下两种解法.

解法 1 因为 AB = 3
√
3,点D,E 为 AB的两个三等分

点,所以 AE = DE = BD =
√
3. 在 ∆ACD 中,由余弦定

理得

cos∠ADC =
AD2 + CD2 −AC2

2AD · CD
.

在∆BCD中,由余弦定理得

cos∠BDC =
BD2 + CD2 −BC2

2BD · CD
.

由 ∠ADC + ∠BDC = π知 cos∠ADC = − cos∠BDC,则
AD2 + CD2 −AC2

2AD · CD
= −BD2 + CD2 −BC2

2BD · CD
.

代入数据,化简得 b2 = 27− 2a2. 在∆ABC 中,

cos∠ACB =
AC2 +BC2 −AB2

2AC ·BC

=
b2 + a2 − 27

2ab
= − a2

2ab
< 0,

所以
π

2
< ∠ACB < π,所以 ∆ABC 为钝角三角形,故 A正

确.

解法 2 因为AB = 3
√
3,

点 D,E 为 AB 的两个三等分

点,所以 AE = DE = BD =

CD =
√
3, 所以点 C 在以

D 为圆心, 以
√
3 为半径的

图 11

圆上运动 (不与 B,E 重合) , 如图 11, 则 ∠ECB =
π

2
,

∠ACB = ∠ECB + ∠ACE =
π

2
+ ∠ACE >

π

2
, 所以

∆ABC 为钝角三角形,故 A正确.

对于 B选项,有以下三种解法.

解法 1 在 ∆ACD 中, 由余弦定理 cos∠ACD =
AC2 + CD2 −AD2

2AC · CD
=

1

2
,化简得 AC · CD + 12 = AC2 +

CD2,因为 AC2 + CD2 > 2AC · CD,所以 AC · CD 6 12,

当且仅当 AC = CD = 2
√
3时等号成立,所以

S∆ACD =
1

2
AC · CD · sin π

3
6

√
3

4
× 12 = 3

√
3.

由 AD = 2DB 得 S∆ABC =
3

2
S∆ACD , 所以 S∆ABC 6

9
√
3

2
,故 B正确.

解法 2 在∆ACD中,由正弦定理得
AC

sin∠ADC
=

CD

sinA
=

AD

sin∠ACD
=

2
√
3

sin π

3

= 4,

所以 AC = 4 sin(π
3
+A), CD = 4 sinA,于是

S∆ACD =

√
3

4
AC · CD =

√
3

4
· 4 sin(π

3
+A) · 4 sinA

=2
√
3 sin(2A− π

6
) +

√
3.

因为 0 < A <
2π

3
, 所以 −π

6
< 2A − π

6
<

7π

6
, 于是, 当

2A − π

6
=

π

2
时, ∆ACD的面积取得最大值 3

√
3. 由解法 1

知, S∆ABC =
3

2
S∆ACD ,所以∆ABC面积的最大值为

9
√
3

2
,

故 B正确.

解法 3 设 ∆ACD 的外

接圆半径为 R, 圆心为 O, 则

点C为优弧�AD上的动点,由

∠ACD =
π

3
, AD = 2

√
3, 得

2R =
AD

sin∠ACD
= 4, 所以

R = 2. 如图 12, 当 CE⊥AD
图 12
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时, C 到 AD的距离最大,且最大值为

CE = R+OE = R+

√
R2 − (

AD

2
)
2

= 3,

所以 ∆ACD 的面积最大值为
1

2
× 2

√
3 × 3 = 3

√
3. 因此,

∆ABC 的面积的最大值为
9
√
3

2
,故 B正确.

对于 C选项,有以下两种解法.

解法 1 在 ∆ACD 中, 由正弦定理得 AD

sin∠ACD
=

CD

sinA
,所以 CD = 4 sinA. 在∆BCD中,

BC2 =CD2 +BD2 − 2CD ·BD · cos∠BDC

=(4 sinA)2 + 3− 2 · 4 sinA ·
√
3 · cos(π

3
+A),

化简得 BC2 = 17 + 4
√
13 cos(2A+ θ +

π

2
) (其中 sin θ =

7
√
13

26
, cos θ =

√
39

26
,不妨取 θ ∈ (0,

π

2
)). 因为 A ∈ (0,

2π

3
),

所以 2A+θ+
π

2
∈ (

π

2
+ θ,

11π

6
+ θ). 又因为 tan θ =

7
√
3

3
>

1 = tan π

4
,所以 π

4
< θ <

π

2
,则

3π

4
<

π

2
+ θ < π,

25π

12
<

11π

6
+ θ <

7π

3
,

由此可知 2π ∈ (
π

2
+ θ,

11π

6
+ θ),当 2A + θ +

π

2
= 2π 时,

cos(2A+ θ +
π

2
) 取最大值 1, 所以 BC2 6 17 + 4

√
13 =(

2 +
√
13

)2,即 BC 6 2 +
√
13,故 C错误.

解法 2 设 ∆ACD 的外接圆半径为 R, 圆心为 O, 则

点 C 为优弧 �AD 上的动点, 由 B 选项解法 3 知 R = 2.

如图 13, 当 BC 经过圆心 O 时, BC 的长最大, 此时

BC = OC + OB = R + OB. 在 Rt∆BOE 中, OE = 1,

BE = 2
√
3, OB =

√
OE2 +BE2 =

√
13,所以 BC 的最大

值为 2 +
√
13,故 C错误.

图 13 图 14

对于 D选项,有以下三种解法.

解法 1 如图 14, 设 ∠ECD = θ, 由对称性知 CE =

CD, AC = BC, 则 ∠CED =
π − θ

2
, ∠ACE =

π

3
− θ,

∠A =
π − θ

2
− (

π

3
− θ) =

π

6
+

θ

2
. 在 ∆CED 中, 由

ED

sin θ
=

CD

sin∠CED
, 得 CD =

√
3

2 sin θ

2

. 在 ∆ACD 中,

由
AD

sin∠ACD
=

CD

sinA
, 得 CD = 4 sin(π

6
+

θ

2
). 所以

√
3

2 sin θ

2

= 4 sin(π
6
+

θ

2
), 化简得 sin(θ − π

3
) = −

√
3

4
. 因为

0 < θ <
π

3
,所以−π

3
< θ− π

3
< 0,所以 cos(θ − π

3
) =

√
13

4
,

则 cos θ = cos(θ − π

3
+

π

3
) =

√
13 + 3

8
,故 D正确.

解法 2 易知,

S∆ABC

S∆CDE
=

1

2
AC ·BC · sin(2π

3
− θ)

1

2
CE · CD · sin θ

=
AC ·BC · sin(2π

3
− θ)

CE · CD · sin θ = 3, 1�

S∆ACD

S∆CDE
=

1

2
AC · CD · sin π

3
1

2
CE · CD · sin θ

=
AC · sin π

3
CE · sin θ = 2, 2�

S∆BCE

S∆CDE
=

1

2
BC · CE · sin π

3
1

2
CD · CE · sin θ

=
BC · sin π

3
CD · sin θ = 2. 3�

由 1�得
AC ·BC

CE · CD
=

3 sin θ

sin(2π
3

− θ)
.

由 2�× 3�得
AC ·BC · sin2 π

3
CE · CD · sin2θ

= 4, 则 AC ·BC

CE · CD
=

4sin2θ
sin2 π

3

,

所以
4sin2θ
sin2 π

3

=
3 sin θ

sin(2π
3

− θ)
,化简得 sin θ sin(2π

3
− θ) =

9

16
,

所以

√
3

2
sin θ cos θ +

1

2
sin2θ =

9

16
,即 sin(2θ − π

6
) =

5

8
. 由

θ ∈ (0,
π

3
)及 sin(2θ − π

6
) > 0,可得 2θ − π

6
∈ (0,

π

2
),所以

cos(2θ − π

6
) =

√
39

8
,从而

cos 2θ = cos(2θ − π

6
+

π

6
) =

3
√
13− 5

16
,

则 cos2θ =
cos 2θ + 1

2
=

3
√
13 + 11

32
= (

√
13 + 3

8
)2. 由

θ ∈ (0,
π

3
)知 cos θ > 0,所以 cos θ =

√
13 + 3

8
,故 D正确.

解法 3 如图 15, 以 DE 的中点为原点建立平面

直角坐标系 Oxy, 易得 E(−
√
3

2
, 0), D(

√
3

2
, 0), ∆ACD 和

∆BCE 的外接圆方程分别为 (x+

√
3

2
)2 + (y − 1)2 = 4和

(x−
√
3

2
)2 + (y − 1)2 = 4,联立两外接圆方程,解得

(x, y) = (0,
2 +

√
13

2
), 或 (x, y) = (0,

2−
√
13

2
) (舍去), 于

是 C(0,
2 +

√
13

2
),则

−−→
CE = (−

√
3

2
,−2 +

√
13

2
),
−−→
CD = (

√
3

2
,−2 +

√
13

2
),

从而

−−→
CE ·

−−→
CD =

7 + 2
√
13

2
,
|||−−→CE

||| = |||−−→CD
||| = √

5 +
√
13,
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所以

cos θ = cos <
−−→
CE,

−−→
CD >=

−−→
CE ·

−−→
CD|||−−→CE

||| · |||−−→CD
||| =

3 +
√
13

8
.

故 D正确.

3 试题的评价分析
解三角形多选题的命

制,立足于高考试题,以“隐

圆”为背景, 以数学学科核

心素养为导向,考查了正弦

定理、余弦定理、基本不等

式、平面向量、圆等基础知
图 15

识,难度中档偏难,对学生的综合能力要求较高. 本题在解题

方法上具有多样性,鼓励思维创新,引导学生在解三角形时,

要关注的首先是几何的关系,然后才是函数与代数的关系[2],

要求学生能以整体的视角审视问题,抓住问题本质,迁移思

想方法,创造性地解决问题. 本题考查了转化与化归、数形结

合、函数与方程等数学思想方法,有助于提升学生的直观想

象、逻辑推理、数学运算和数学建模素养 (见表 1) .

4 命题反思
4.1 立足基础,素养导向

试题的命制需要立足基础,依据《普通高中数学课程标

准 (2017年版)》所规定的内容和要求,以核心素养为导向,

创建合理的问题情境,设计的问题不仅要考虑知识点的覆盖

面、题目的难度,也要考虑切合教学实际、符合学生的学习和

生活实际. 同时,问题的解决应具备入口宽、起点低、坡度缓、

尾巴翘的特点,允许多角度解决问题,鼓励思维创新[3],考查

学生的基础知识、基本技能、基本思想方法和基本活动经验,

培养学生良好的数学思维品质,提升学生的数学核心素养.

4.2 深度研究,创新命题

试题的命制还需要在反套路、反机械刷题上下功夫,所

以命题时还需要深入研究相关的知识,尽量选用新背景、新

材料,或者融合知识点,创设新的问题情境,巧妙设问. 对于

一些经典题型,可以对其进行改造、升华或者使用新的设问

方式等,变成一道新颖的题型. 命题要注重引导学生去理解

数学知识的本质,提高学生的知识迁移能力、逻辑推理能力

和创新能力.

表 1数学学科核心素养的表现及其级别
选项 考查知识点 核心素养 核心素养表现 素养级别

A 余弦定理、圆

逻辑推理 通过对图形分析发现 ∠ADC,∠BDC 两角互补,得到数量关系,建立方程. 水平一

数学运算 解方程,计算得到 cos∠ACB < 0,得出结论. 水平一

直观想象 发现长度之间存在的关系,想象并构建出圆. 水平二

B
正弦定理、余弦定理、基本不等式、

面积公式、两角和正弦公式、二倍

角公式、辅助角公式、圆

逻辑推理
通过分析发现∆ABC 与∆ACD面积之间存在关联,将问题转化为求
∆ACD面积,并选择合适的求解方法.

水平二

数学运算 根据式子的结构特征,选择合适的运算方法. 水平二

直观想象 发现图形中存在定角,想象并构建出圆. 水平二

C
正弦定理、余弦定理、两角和正弦

公式、二倍角公式、诱导公式、辅

助角公式、圆

逻辑推理 将边长转化为角,利用三角函数知识求解. 水平二

数学运算 根据式子结构,选择相应的公式化简、求值. 水平二

直观想象 发现图形中存在定角,想象并构建出圆. 水平二

D
正弦定理、面积公式、两角和正余

弦公式、二倍角、诱导公式、圆、平

面向量数量积

逻辑推理
推理发现可以利用共同的边长,或三角形面积之间的数量关系构建方程求
解.

水平二

数学运算 求解方程,选择合适的公式化简、求值. 水平二

直观想象 发现图形中存在定角,想象并构建出两个圆. 水平二

数学建模
能够根据图形特征建立合适的平面直角坐标系,求出两个圆的方程,将几
何问题代数化.

水平二

4.3 反思自身,提升能力

研究命题是教师的一项重要工作,不仅能加深教师自己

对所教知识的理解,同时也可以为课堂教学提供服务. 要命

制好一道题,并不容易,教师必须要认真研读《普通高中数学

课程标准 (2017版)》的要求,研究教材、研究教法、了解学情,

明确知识和能力的考核点. 同时,教师在教学或者解题的过

程中,要收集积累对自己有用的素材,不断充实完善自己的

理论知识库,提升研究能力,才能更好地命制出科学的、有创

造性的、有针对性的试题,进而以题来引领教学,切实提高课

堂教学质量.
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