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  在解决某些涉及自然数 n 的概率问题
时，如果能从问题的背景中探究出概率问题
的递推关系，往往可以起到事半功倍的效果．
下面通过几个例子加以说明．

例1 在正四面体的一个顶点处，有一只

蚂蚁每一次都以
13的概率从一个顶点爬到另

一个顶点．
（1） 求它爬行了2、3、4次又分别回到起

点的概率；
（2） 求它爬行了 n（ n≥1且 n∈N） 次又

回到起点的概率．
解  （1） 假设蚂蚁从正四面体的顶点 A

出发，爬行了n（ n≥1且n∈N） 次又爬回到顶
点 A 的概率为 an．那么，没回到 A 点的概率为
1－ an．由此可得，爬行 n ＋1次又回到顶点 A

的概率为
13（1－ an），即 an＋1＝13（1－ an）．其

中，爬行1次回到顶点 A 是不可能事件．
∴ a1 ＝0．

a2 ＝13（1－0） ＝13，

a3 ＝13（1－13） ＝29，

a4 ＝13（1－29） ＝ 727．
（2） 下面由递推关系求出通项：

∵ an＋1 ＝13（1－ an），
∴ an＋1 －14＝－13（ an －14），

又 ∵ a1 －14＝－14，

∴ 数列｛an － 14｝是首项为 a1 － 14
＝－14，公比为－13的等比数列．

∴ an －14＝－14（－13） n－1

⇒ an ＝14－14（－13） n－1，

∴ an ＝14［1－ （－13） n－1］．
例2 设棋子在正四面体 A BCD 的表面

从一个顶点移向另外三个顶点是等可能的．
现抛掷骰子根据其点数决定棋子是否移动．
若投出的点数是奇数，则棋子不动；若投出的
点数是偶数，则棋子移动到另一顶点，若棋子
的初始位置在顶点 A ．求：

（1） 投2次骰子，棋子才到达顶点 B 的概
率是多少？投 n（ n≥1且 n∈ N） 次骰子呢？

（2） 投了3次骰子，棋子恰巧在顶点 B 的
概率是多少？投了 n（ n≥1且 n∈ N） 次骰子
呢？

解  （1） 设投n（ n≥1且n∈N） 次骰子，
棋子才到达顶点 B 的概率为 an．那么，没到达
顶点 B 的概率为1－ an．所以，投 n ＋1次骰
子，棋子才到达顶点 B 的概率为：

12×13（1－ an），
∴ an＋1 ＝12×13（1－ an），

即 an＋1 ＝16（1－ an）
⇒ an＋1 －17＝－16（ an －17），
又 ∵ a1 ＝16，

∴ a1 －17＝ 142，

∴ 数列｛an －17｝是首项为 a1 －17＝
142，公比为－16的等比数列．

∴ an －17＝ 142（－16） n－1

⇒ an ＝17－17（－16） n．
∴ a2 ＝ 536， an ＝17［1－ （－16） n］．
（2） 设投了 n（ n≥1且 n∈N） 次骰子，棋

子恰巧在顶点B的概率为bn，则不在顶点B的
概率为1－ bn．

投了 n ＋1次骰子，棋子恰巧在顶点B 的
情况分两种；

①投了 n次后棋子在顶点 B，第 n ＋1次
投出的点数又是奇数，其概率为12bn；

②投了 n次后棋子不在顶点 B，第 n ＋1
次投出的点数又是偶数，其概率为

12×13（1－ bn），
∴ bn＋1 ＝12bn ＋12×13（1－ bn）

⇒ bn＋1 ＝13bn ＋16，

∴ bn＋1 －14＝13（ bn －14），

28 中学数学          2005年第10期



又 ∵ b1 －14＝16－14＝－ 112，

∴ 数列｛bn － 14｝是首项为 b1 － 14
＝－ 112，公比为13的等比数列．

∴ bn －14＝ （－ 112） （ 13） n－1

⇒ bn ＝14－14（ 13） n．
∴ b3 ＝1354， bn ＝14［1－ （ 13） n］．
例3 有人玩掷硬币走跳棋的游戏，已知

硬币出现正反面的概率都是
12，棋盘上标有

第0站，第1站，第2站，…第100站，一枚棋子
开始在第0站，棋手每掷一次硬币棋子向前跳
动一次，若掷出正面，棋子向前跳一站（从 k到
k ＋1），若掷出反面，棋子向前跳二站（从 k到
k ＋2），直到棋子跳到第99站（胜利大本营）
或跳到第100站（失败集中营） 时，该游戏结
束，设棋子跳到第 n站的概率为 p n．

（1） 求 p0、p1、p2的值；
（2） 求 p99及 p100的值．
解  （1） 棋子开始在第0站是必然事件，
∴   p0 ＝1，
第一次掷硬币出现正面，棋子跳到第1

站，其概率为12， ∴ p1 ＝12．
棋子跳到第2站分两种情况：
①前两次掷硬币都出现正面，其概率为

12×12＝14，

②第一次掷硬币出现反面，其概率为12，

∴ p2 ＝14＋12＝34．
（2） 棋子跳到第 n（2≤ n≤99且 n∈N）

站的情况分两种：

①棋子先跳到第 n －2站，又掷出反面，

其概率为
12p n－2，

②棋子先跳到第 n －1站，又掷出正面，

其概率为
12p n－1，

∴ p n ＝12p n－1 ＋12p n－2．

∴ p n － p n－1 ＝－12（ p n－1 － p n－2），
又 ∵ p1 － p0 ＝－12，

∴ 数列｛p n － p n－1｝是首项为 p1 － p0

＝－12，公比为－12的等比数列．

∴ p n － p n－1 ＝ （－12） n．
分别令上式中 n ＝1，2，3，…，99，再将所

得各式相加，得

p99 －p0 ＝－12＋ （－12）2 ＋… ＋ （－12）99，

∴ p99 ＝1＋
（－12） ［1－ （－12）99］

1＋12
＝23［1－ （ 12）100］

及   p98 ＝23［1＋ （ 12）99］，

∴ p100 ＝12p98 ＝13［1＋ （ 12）99］．
可见，这类涉及自然数 n 的概率问题，解

题关键是从问题的背景中探究出概率问题的

递推关系，同时还要注意区别题目中的相关
条件，如例2中的“才到达顶点 B”与“恰巧在
顶点B”，例3中“游戏结束的条件”等，因为这
些条件往往涉及递推关系的首项与末项的取

值，审题时要特别留心．
（收稿日期：20050828）

用导数解决一类数列求和问题
443000 湖北省宜昌市夷陵中学  杨  明

  数列是一种特殊的函数，因此某些数列
类求和问题可以化归为函数问题，用导数的
方法加以解决．

例1 （ 人教版《数学》 第一册 （ 上） P137
第6题） 求和：S ＝1＋2x ＋3x2＋…＋nx n－1．

解  构造函数 f （ x ） ＝ x ＋ x2＋ x3＋ …

＋ x n ＝ x （1－ x n）1－ x ＝ x － x n＋1
1－ x ，（ x ≠1）．

求该函数的导函数得

S ＝ f ′（ x ） ＝1＋2x ＋3x2＋ … ＋ nx n－1

＝ （1－ x ） ［1－ （ n ＋1） x n］ ＋ x － x n＋1
（1－ x ）2 ．

评注  这种构造函数的方法可以解决等
差数列与等比数列对应项的积构成的新数列
的前 n 项的和．如若等差数列｛an｝的首项为
a1，公差为 d，等比数列｛bn｝的首项为 b1，公比
为 q（ q≠1），则数列｛anbn｝的通项记为cn ＝［a1
＋ （ n－1） d］b1qn－1＝ （ a1－d ） b1qn－1＋dnqn－1，
所以求｛cn｝的前 n 项的和可以裂为两项分别
求和，前一项是等比数列求和，后一项仿例1
可得． （收稿日期：20050828）
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