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利用数列递推关系解决概率问题

马靖敏

(吉林省白城市第四中学)

　　数列和概率是高中数学的两大版块,看似独立,

实则很多概率问题的解决离不开数列模型的应用．对
于一些复杂的概率问题,后一步的概率与前一步或前

两步有关,通过建立概率的递推关系,利用递推关系

式构造等比数列,这样复杂的概率问题就可以迎刃而

解．概率中的递推关系一般有两种形式,本文将这两

种题型的解题思路和解答过程加以归纳总结,供读者

参考．

１　根据递推关系an＝kan－１＋b 构造等比数

列{an＋
b

k－１
}(k≠１,k≠０,n≥２)

对于递推关系为an＝kan－１＋b(k,b 均为常数,

且k≠１,k≠０),设an＋m＝k(an－１＋m),则b＝(k－

１)m,m＝
b

k－１
,可得数列{an＋

b
k－１

}是公比为k 的

等比数列,再结合a１ 可求得{an}的通项公式．

例１　足球是一项大众喜爱的运动．校足球队中

的甲、乙、丙、丁四名球员将进行传球训练,第１次由

甲将球传出,每次传球时,传球者都等可能地将球传

给另外三个人中的任何一人,如此不停地传下去,且
假定每次传球都能被接到．记开始传球的人为第１次

触球者,第n 次触球者是甲的概率记为Pn,即P１＝１．
(１)求P３;

(２)证明:数列{Pn－
１
４
}为等比数列,并判断第

１９次与第２０次触球者是甲的概率的大小．

(１)P３＝
１
３
(求解过程略)．

(２)第n 次触球者是甲的概率记为Pn,则当n≥２
时,第n－１次触球者是甲的概率为Pn－１,不是甲的

概率为１－Pn－１,则

Pn＝Pn－１·０＋(１－Pn－１)·
１
３＝

１
３
(１－Pn－１),

从而Pn－
１
４＝－

１
３
(Pn－１－

１
４
)．

又P１－
１
４＝

３
４
,所以{Pn－

１
４
}是以３

４
为首项、

－
１
３

为公比的等比数列,即

Pn＝
３
４×

(－
１
３
)n－１＋

１
４
,

所以

P１９＝
３
４×

(－
１
３
)１８＋

１
４＞

１
４
,

P２０＝
３
４×

(－
１
３
)１９＋

１
４＜

１
４
,

从而P１９＞P２０,故第１９次触球者是甲的概率大．
在探究第n 次概率Pn 和第n－１次概率

Pn－１之间的关系时,其本质是全概率公式．记
“第n－１次触球者是甲”为事件A,“第n 次触球者是

甲”为事件 B,由题知 P(A)＝Pn－１,P(B)＝Pn,

P(B|A)＝０,P(B| A)＝
１
３

,利用全概率公式

P(B)＝P(A)P(B|A)＋P( A)P(B| A),

得 Pn＝Pn－１·０＋(１－Pn－１)·
１
３＝

１
３

(１－Pn－１)．

变式　某情报站有A,B,C,D,E 五种互不相同

的密码,每周使用其中的一种密码,且每周都是从上

周未使用的四种密码中等可能地随机选用一种．设第

一周使用A 密码,Pk 表示第k周使用A 密码的概率．
(１)求P１,P２,P３,P４;

(２)求证:{Pk－
１
５
}为等比数列,并求Pk．

(１)P１＝１,P２＝０,P３＝
１
４
,P４＝(１－P３)×

１
４＝

３
１６．

(２)第k周使用A 密码的概率为Pk,则第k周不

使用A 密码的概率为１－Pk,故Pk＋１＝
１
４
(１－Pk),

即Pk＋１－
１
５＝－

１
４
(Pk－

１
５
),故{Pk－

１
５
}为等比数

列且 P１－
１
５＝

４
５
,公比为－

１
４
,即 Pk－

１
５＝

４
５×

３７
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(－
１
４
)k－１,故Pk＝

１
５＋

４
５×

(－
１
４
)k－１．

２　根据递推关系an＋１＝pan＋qan－１构造等比

数列{an－an－１}(p＋q＝１,p≠０,q≠０,n≥２)
an＋１＝pan＋qan－１为二阶线性递推式,当p＋

q＝１时,可构造等比数列{an－an－１}．设an＋１－an＝
λ(an－an－１),则λ＋１＝p,－λ＝q,可得出数列{an－
an－１}是以－q 为公比的等比数列,结合a１,a２,再利

用累加法可求得{an}的通项公式．

例２　为激发学生学习热情,某中学举办知识竞

赛活动,每个人随机抽取八个问题依次回答,回答每

个问题相互独立．若答对一题可以上升两个等级,回
答错误可以上升一个等级,最后哪位学生的等级高即

可获胜．学生甲答对每个问题的概率为１
３
,答错的概

率为２
３．设在第i个等级的概率为Pi．

(１)求P１,P２,P３;
(２)甲在回答过程中出现在第i(i≥２)个等级的

概率为Pi,证明:{Pi－Pi－１}为等比数列．

(１)P１＝
２
３
,P２＝

７
９
,P３＝

２０
２７
(求解过程略)．

(２)当i≥２时,处于第i＋１个等级有两种情况:

由第i个等级到第i＋１个等级,其概率为２
３Pi;

由第i－１等级到第i＋１等级,其概率为１
３Pi－１,则有

Pi＋１＝
２
３Pi＋

１
３Pi－１,所以Pi＋１－Pi＝－

１
３
(Pi－

Pi－１),由(１)知P２－P１ 不为０,所以数列{Pi－Pi－１}

为等比数列．
求解第(２)问的关键在于寻找 Pi＋１与 Pi,

Pi－１的关系式,即Pi＋１＝
２
３Pi＋

１
３Pi－１(i≥

２),进而根据等比数列的定义证明．
变式　某公司年会推出一档闯关活动,闯关成功

将获得神秘大奖,规则如下:在方格图上标有第０格、

第１格、第２格……第３０格,共３１个方格．棋子开始

在第０格,然后掷一枚均匀的硬币(已知硬币出现正、

反面的概率都是１
２
)．若掷出正面,将棋子向前移动一

格,若掷出反面,则将棋子向前移动两格．重复多次,

若这枚棋子最终停在第２９格,则认为“闯关成功”;若

这枚棋子最终停在第３０格,则认为“闯关失败”．设棋

子移到第n 格的概率为Pn,若某员工参与闯关活动,

试比较闯关成功和失败的概率,并说明理由．
棋子开始在第０格为必然事件,P０＝１．第一

次掷硬币出现正面,棋子移到第１格,其概率

为P１＝
１
２．棋子移到第n(２≤n≤２９)格的情况是下列

两种,而且也只有两种:棋子先到第n－２格,又掷出

反面,其概率为１
２Pn－２;棋子先到第n－１格,又掷出

正面,其概率为１
２Pn－１,所以Pn＝

１
２Pn－２＋

１
２Pn－１,

即Pn－Pn－１＝－
１
２
(Pn－１－Pn－２),且 P１－P０＝

－
１
２
,所以当１≤n≤２９时,数列{Pn－Pn－１}是首项

为－
１
２
,公比为－

１
２

的等比数列,则

P１－１＝－
１
２
,P２－P１＝(－

１
２
)２,

P３－P２＝(－
１
２
)３,…,Pn－Pn－１＝(－

１
２
)n,

累加得

Pn－１＝(－
１
２
)＋(－

１
２
)２＋…＋(－

１
２
)n,

所以

Pn＝
２
３
[１－(－

１
２
)n＋１](n＝０,１,２,…,２９),

故闯关成功(即这枚棋子最终停在第２９格)的概率为

P２９＝
２
３
[１－(－

１
２
)３０]＝

２
３
[１－(

１
２
)３０],

闯关失败(即这枚棋子最终停在第３０格)的概率为

P３０＝
１
２P２８＝

１
２×

２
３
[１－(－

１
２
)２９]＝

１
３
[１＋(

１
２
)２９],

P２９－P３０＝
１
３
[１－(

１
２
)２８]＞０,

所以员工闯关成功的概率大于闯关失败的概率．
数列与概率的交会是数学中的热点问题,综合性

强、知识面广,属于难点题型．求解这类问题,需要学生

能够从文字中准确提取有效信息,建立数列递推关系

式,根据递推关系式的不同形式,构造不同的等比数

列,将概率问题转化为数列问题．
(完)

４７


