
珠联璧合 　 相得益彰
———例析以数列递推关系为载体的交汇问题

安徽省枞阳县会宫中学　（２４６７４０）　朱贤良

　　数列的递推关系问题，是中学数学中一种十分常见的
问题，其思想内涵丰富，具有一定的抽象性与综合性、很强的

逻辑性和灵活性．新课标形势下，把递推数列的探求设置在
创新背景中，既不失考查重点，也赋予知识新内涵，体现知识

的价值，不失为一种两全其美的方式．因此，在高考、自主招
生及竞赛中，经常可以看到以数列递推关系为载体的交汇问

题，这已成为了近几年创新题型的新亮点，值得细细体会．本
文整理几类这样的交汇问题进行剖析，与读者共赏．

１　函数、导数问题中的递推关系
例１　定义在Ｒ上的函数ｆ（ｘ）满足ｆ（ｘ＋ｙ）＝ｆ（ｘ）＋

ｆ（ｙ）＋２ｘｙ，且ｆ（１）＝２，则ｆ（３）＝ ，ｆ（－３）＝ ．
分析：抽象函数中常用赋值法：

令ｘ＝ｙ＝０，则ｆ（０＋０）＝ｆ（０）＋ｆ（０）＋０ｆ（０）＝
０．

令ｘ＝ｎ，ｙ＝１，则ｆ（ｎ＋１）＝ｆ（ｎ）＋ｆ（１）＋２ｎ＝ｆ（ｎ）
＋２＋２ｎ．由此递推关系，得ｆ（２）＝ｆ（１）＋４＝６，ｆ（３）＝ｆ（２）
＋６＝１２．
令ｘ＝３，ｙ＝－３，则ｆ（０）＝ｆ（３）＋ｆ（－３）－１８ｆ（－３）

＝６．
评注：本题抽象函数的性质中蕴含着递推关系ｆ（ｎ＋１）

＝ｆ（ｎ）＋２＋２ｎ，由此可以求出ｆ（ｎ）的表达式，读者不妨一
试．

例２　已知函数ｆ（ｘ）＝ｘ３＋ｘ２，数列｛ｘｎ｝（ｘｎ＞０）的第
一项ｘ１ ＝１，以后各项按如下方式取定：曲线ｙ＝ｆ（ｘ）在点
（ｘｎ＋１，ｆ（ｘｎ＋１））处的切线与经过（０，０）和（ｘｎ，ｆ（ｘｎ））两点的

直线平行．求证：当ｎ∈Ｎ 时，
（１）ｘｎ

２＋ｘｎ ＝３ｘ
２
ｎ＋１＋２ｘｎ＋１；

（２）（１２）
ｎ－１ｘｎ（

１
２）

ｎ－２．

分 析： （１）ｆ′（ｘ） ＝ ３ｘ２ ＋
２ｘｆ′（ｘｎ＋１）＝３ｘ

２
ｎ＋１＋２ｘｎ＋１．

由题知，ｆ′（ｘｎ＋１）＝
ｆ（ｘｎ）
ｘｎ
，

即３ｘ２ｎ＋１＋２ｘｎ＋１ ＝ｘ
２
ｎ＋ｘｎ．

（２）先证：ｘｎ（
１
２）

ｎ－１

由（１）知，ｘ２ｎ ＋ｘｎ ＝３ｘ
２
ｎ＋１ ＋２ｘｎ＋１ ＜４ｘ

２
ｎ＋１ ＋２ｘｎ＋１ ＝

（２ｘｎ＋１）
２＋２ｘｎ＋１，而函数ｈ（ｘ）＝ｘ

２＋ｘ在（０，＋∞）上递增，

故ｘｎ ＜２ｘｎ＋１
ｘｎ＋１
ｘｎ
＞ １２．

当ｎ２时，ｘｎ＝
ｘｎ
ｘｎ－１
…
ｘ３
ｘ２
·
ｘ２
ｘ１
·ｘ１＞（

１
２）

ｎ－１；当ｎ＝

１时，ｘ１ ＝１＝（
１
２）

０．

即ｘｎ（
１
２）

ｎ－１．

再证ｘｎ（
１
２）

ｎ－２：

因为ｘ２ｎ＋ｘｎ ＝３ｘ
２
ｎ＋１＋２ｘｎ＋１＞２ｘ

２
ｎ＋１＋２ｘｎ＋１＝２（ｘ

２
ｎ＋１＋

ｘｎ＋１），故
ｘ２ｎ＋１＋ｘｎ＋１
ｘ２ｎ＋ｘｎ

＜ １２．

当ｎ２时，ｘｎ＜ｘ
２
ｎ＋ｘｎ＝

ｘ２ｎ＋ｘｎ
ｘ２ｎ－１＋ｘｎ－１

…
ｘ２３＋ｘ３
ｘ２２＋ｘ２

·
ｘ２２＋ｘ２
ｘ２１＋ｘ１

·（ｘ２１＋ｘ１）＜（
１
２）

ｎ－１·２＝（１２）
ｎ－２；当ｎ＝１时，ｘ１＝１＜

（
１
２）

１－２．

即ｘｎ ＜（
１
２）

ｎ－２ｘｎ（
１
２）

ｎ－２．

综上所述，（
１
２）

ｎ－１ｘｎ（
１
２）

ｎ－２．

评注：ｘｎ与ｘｎ＋１间的关系用函数图象的切线与割线平行
表现出来，顺着这种递推关系放缩，第（２）得解．

２　巧构数列递推关系计数
例３　上一个１０级的台阶，若每步可上一级或两级，求

所有不同上法的总数．
分析：记上ｎ级台阶的不同上法有ａｎ种，则ａ１＝１，ａ２＝

２．
若第一步上一级台阶，则剩下的ｎ－１级台阶的上法有

ａｎ－１种；若第一步上两级台阶，则剩下的ｎ－２级台阶的上法
有ａｎ－２种．故ａｎ ＝ａｎ－１＋ａｎ－２（ｎ３）．

由此不断递推，得ａ３ ＝３，ａ４＝５，ａ５＝８，ａ６＝１３，ａ７＝
２１，ａ８ ＝３４，ａ９ ＝５５，ａ１０ ＝８９．

显然，数列｛ａｎ｝是一个广义上的斐波那契数列，其通项
公式的推导留给读者自己完成．

例４　把一个圆分成ｎ（ｎ２）个扇形，依次记为Ａ１，Ａ２，
…，Ａｎ，每一个扇形可用红、黄、蓝三种颜色中的任一种涂色，
但要求相邻扇形的颜色互不相同，问一共有多少种不同的涂

色方法？

分析：设分成ｎ个扇形时，涂法的总数为ａｎ（ｎ２），则

ａ２ ＝Ａ
２
３ ＝６，ａ３ ＝Ａ

３
３ ＝６．
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当ｎ＞３时，前ｎ－１个扇形共有ａｎ－１种不同涂色办法，
第ｎ个扇形的涂色需分两类情况讨论：

①若扇形Ａｎ－１与Ａ１颜色相同，则扇形Ａｎ有２种选择，

②若扇形Ａｎ－１与Ａ１颜色不同，则扇形Ａｎ只有１种选择，
因此，不同的涂色办法共有ａｎ ＝２ａｎ－１＋ａｎ－１＝３ａｎ－１（ｎ

＞３）种．即ｎ＞３时，数列｛ａｎ｝是一个以ａ３＝６为首项、ｑ＝

３为公比的等比数列．故ｎ＞３时，ａｎ ＝２·３
ｎ－２．

综上所述，不同的涂法总数为ａｎ ＝
６，ｎ＝２

２·３ｎ－２，ｎ{ ３
．

例５　编号为１，２，…，６的６个人坐在编号为１，２，…，６
的６个座位上，求没有一个人对号入座的方法有多少种？

分析：假设ｎ个人坐在ｎ个座位上且无一人对号入座有
ａｎ种方法．先安排第１号人先座，有ｎ－１种方法．不妨假设第
１号人坐在ｍ号座位上，第二步安排第 ｍ号人入座，有两种
情况：

①若第ｍ号人坐在１号位上，此时余下的ｎ－２个人坐
在ｎ－２个座位上且无人对号入座有ａｎ－２种方法；

②若第ｍ号人没有坐在１号位上，此时问题转化为“编
号为２，…，ｍ，…，ｎ的ｎ－１个人坐在编号为１，…，ｍ－１，ｍ＋
１，…，ｎ的ｎ－１个座位上，且无人对号入座”．由于第ｍ号人
不坐在１号位上，故问题相当于“ｎ－１个人坐在ｎ－１个座位
上且无人对号入座”，有ａｎ－１种方法．

综上，有ａｎ ＝（ｎ－１）（ａｎ－２＋ａｎ－１）（ｎ３），且ａ２＝１，
ａ３ ＝２．递推，有ａ４ ＝９，ａ５ ＝４４，ａ６ ＝２６５．

读者可以尝试推导本题中数列｛ａｎ｝的通项公式．
评注：递推关系的寻找是解决此类计数问题的关键．实

际上，上述三例都是运用分类加法计数原理得到递推关系

的．

３　妙用数列递推关系解概率问题
例６（２０１０年华约联考样题改编）甲、乙等４人相互传

球，第一次由甲将球传出，每次传球时，传球者将球等可能地

传给另外３人中的任何１人，则经过６次传球后，球在甲手中
的概率为 ．

分析：“经过ｎ次传球后，球在甲手中”相当于“第ｎ－１
次传球后球不在甲手中，并且第ｎ次传球给了甲”，记其概率

记为Ｐｎ，则Ｐｎ＋１ ＝
１
３（１－Ｐｎ），且Ｐ１ ＝０．

递推，得 Ｐ２ ＝
１
３，Ｐ３ ＝

２
９，Ｐ４ ＝

７
２７，Ｐ５ ＝

２０
８１，Ｐ６ ＝

６１
２４３．

例７　抛掷一枚硬币，每次出现正面得１分，出现反面得
２分．记恰好得到ｎ分的概率为Ｐｎ，则Ｐ１＝ ，Ｐ２＝ ，

Ｐｎ ＝ ．
分析：设恰好得到ｎ分的概率为Ｐｎ，则得到ｎ－１分的概

率为Ｐｎ－１，得到ｎ－２分的概率为Ｐｎ－２．
得ｎ分的情况有两种：先得ｎ－１分，再掷一次正面，此时

概率为
１
２Ｐｎ－１；或先得 ｎ－２，再掷一次反面，此时概率为

１
２Ｐｎ－２Ｐ．故有Ｐｎ ＝

１
２Ｐｎ－１＋

１
２Ｐｎ－２（ｎ３）．

易知Ｐ１ ＝
１
２，Ｐ２ ＝

３
４，即得数列的递推关系为 Ｐｎ ＝

１
２，ｎ＝１

３
４，ｎ＝２

１
２Ｐｎ－１＋

１
２Ｐｎ－２（ｎ３













）

．

可得ｎ３时，

Ｐｎ－Ｐｎ－１ ＝－
１
２（Ｐｎ－１－Ｐｎ－２）

Ｐｎ＋
１
２Ｐｎ－１ ＝Ｐｎ－１＋

１
２Ｐｎ－

{
２


Ｐｎ－Ｐｎ－１ ＝（－

１
２）

ｎ

Ｐｎ＋
１
２Ｐｎ－１ ＝

{ １

Ｐｎ ＝
１
３［２＋（－

１
２）

ｎ］．

当ｎ＝１，２时，上式均成立．
例８（２０１０浙江大学自主招生试题）甲乙两人轮流掷硬

币，谁先掷出正面谁就胜，上一局的负者下一局先掷，则每局

先掷者胜的概率为 ；若第一局由甲先掷，则第 ｎ局甲胜
的概率为 ．

分析：每局先掷者胜的概率为Ｐ＝１２＋（
１
２）

３＋（１２）
５

＋… ＋（１２）
２ｎ＋１＋… ＝ ２３．

设第ｎ局甲胜的概率为Ｐｎ，
第ｎ局甲胜有两类情形：第ｎ－１局甲胜且第ｎ局甲胜，

其概率为
１
３Ｐｎ－１；第 ｎ－１局甲负且第 ｎ局甲胜，其概率为

２
３（１－Ｐｎ－１）．故ｎ３时，Ｐｎ＝

２
３（１－Ｐｎ－１）＋

１
３Ｐｎ－１＝

２
３

－１３Ｐｎ－１Ｐｎ－
１
２ ＝－

１
３（Ｐｎ－１－

１
２）．

又因为Ｐ１－
１
２ ＝

２
３－

１
２ ＝

１
６，故Ｐｎ－

１
２ ＝

１
６·（－

１
３）

ｎ－１Ｐｎ ＝
１
２［１－（－

１
３）

ｎ］．

评注：三个例题以概率为情景，考查数列递推规律的基

本知识，以及解决实际问题的能力，富有娱乐性和趣味性，具

有新鲜感和时代感，对学生有吸引力，从一个侧面展现数学

的魅力．应该说，在概率中添加进递推数列知识，更让概率流
光溢彩．

４　数列递推关系与解析几何的完美结合
例９（２０１０年安徽高考·文２１）设Ｃ１，Ｃ２，…，Ｃｎ，…是坐

标平面上的一列圆，它们的圆心都在 ｘ轴的正半轴上，且都

与直线ｙ＝槡３３ｘ相切．对每一个正整数ｎ，圆Ｃｎ都与圆Ｃｎ＋１相

３２２０１４年第２期（上）　　　　　　　　　　　　　　　　　中学数学研究



互外切，以ｒｎ表示圆Ｃｎ的半径，已知｛ｒｎ｝为递增数列．
（１）证明：｛ｒｎ｝为等比数列；

（２）设ｒ１＝１，求数列｛
ｎ
ｒｎ
｝的前ｎ

项和．
分析：（１）设圆Ｃｎ的圆心坐标为（ｘｎ，０），显然ｘｎ ＞０且

递增．

因为圆Ｃｎ与直线ｙ＝槡
３
３ｘ相切，即圆心到直线的距离等

于半径，化简得ｘｎ＝２ｒｎ．又因为圆Ｃｎ与圆Ｃｎ＋１相互外切，即
圆心距等于两圆半径之和，即ｘｎ＋１－ｘｎ ＝ｒｎ＋１＋ｒｎ．

综上，有２ｒｎ＋１－２ｒｎ＝ｒｎ＋１＋ｒｎｒｎ＋１＝３ｒｎ，即｛ｒｎ｝为等
比数列，其公比ｑ＝３．

（２）由于ｒ１＝１，ｑ＝３，故ｒｎ＝３
ｎ－１，从而

ｎ
ｒｎ
＝ｎ·３１－ｎ．

记数列｛
ｎ
ｒｎ
｝的前ｎ项和为Ｓｎ，则有Ｓｎ＝１＋２·３

－１＋３

·３－２＋… ＋ｎ·３１－ｎ，


Ｓｎ
３ ＝１·３

－１＋２·３－３＋… ＋（ｎ－１）·３１－ｎ＋ｎ·３－ｎ．

两式相减，得
２Ｓｎ
３ ＝１＋３－１＋３－２＋… ＋３１－ｎ－ｎ·３－ｎ ＝

１－３－ｎ

１－３－１
－ｎ·３－ｎ ＝ ３２－（ｎ＋

３
２）·３

－ｎ，

所 以，Ｓｎ ＝ ９
４ － １

２（ｎ ＋ ３
２） · ３１－ｎ ＝

９－（２ｎ＋３）·３１－ｎ
４ ．

评注：本题巧妙地将数列递推关系嵌入到直线与圆、圆

与圆的位置关系这个解析几何背景中，考查了抽象能力以及

推理论证能力．
例１０　设Ａ１，Ａ２，…，Ａｎ，…顺次为 ｘ轴上的点，Ｂ１，Ｂ２，

…，Ｂｎ，…顺次为双曲线 ｙ＝
１
ｘ右支上的点，且 ΔＯＢ１Ａ１，

ΔＡ１Ｂ２Ａ２，…，ΔＡｎ－１ＢｎＡｎ，…均为等腰直角三角形，其中 Ｂ１，
Ｂ２，…，Ｂｎ，…为直角顶点．设点Ａｎ的坐标为（ｘｎ，０）（ｎ＝１，
２，３，…）．

（１）求数列｛ｘｎ｝的通项公式；

（２）设Ｓｎ为数列｛
１
ｘｎ
｝的前 ｎ项

和，试比较ｌｏｇａ（Ｓｎ＋１）与
１
２ｌｏｇａ（ｎ＋

１）的大小（其中ａ＞０且ａ≠１）．
分析：（１）由题意，直线ＡｎＢｎ＋１的

方程为ｙ＝ｘ－ｘｎ．联立方程组
ｙ＝ｘ－ｘｎ

ｙ＝ １{
ｘ

（ｘ＞０）得点Ｂｎ＋１

的坐标为（
ｘ２ｎ＋槡 ４＋ｘｎ
２ ，

ｘ２ｎ＋槡 ４－ｘｎ
２ ）．

因为ΔＡｎＢｎ＋１Ａｎ＋１为等腰直角三角形，故点Ａｎ与Ａｎ＋１关

于直线 ｘ＝
ｘ２ｎ＋槡 ４＋ｘｎ
２ 对称，即 ｘｎ＋ｘｎ＋１ ＝ ｘ２ｎ＋槡 ４＋

ｘｎｘ
２
ｎ＋１－ｘ

２
ｎ ＝４，即数列｛ｘ

２
ｎ｝是以ｘ１ ＝０为首项、以ｄ＝４

为公差的等差数列．

故ｘ２ｎ ＝４ｎｘｎ ＝２槡ｎ．

（２）由（１）知，１ｘｎ
＝ １
２槡ｎ

＞ １

槡ｎ＋ ｎ＋槡 １
＝ ｎ＋槡 １－

槡ｎ，

故Ｓｎ ＞（槡２－１）＋（槡３－槡２）＋（槡４－槡３）＋… ＋

（ ｎ＋槡 １ 槡－ ｎ）＝ ｎ＋槡 １－１Ｓｎ＋１＞ ｎ＋槡 １．

当０＜ａ＜１时，ｌｏｇａ（Ｓｎ＋１）＜ｌｏｇａ ｎ＋槡 １＝１２ｌｏｇａ（ｎ

＋１）；

当ａ＞１时，ｌｏｇａ（Ｓｎ＋１）＞ｌｏｇａ ｎ＋槡 １＝１２ｌｏｇａ（ｎ＋

１）．
评注：本题中，等差数列｛ｘ２ｎ｝隐藏在双曲线与等腰直角

三角形等相关位置关系之中，准确地提炼出递推关系是问题

的突破口．
以上通过几个实例说明了数列递推关系在几类问题中

的应用，但是如何确定一些问题中是否存在递推关系，存在

什么样的递推关系，以及如何建立递推关系，这都需要我们

运用所学知识来仔细推敲．
总之，以上这种创造性地将数列递推关系融入相关问

题，不仅能考查递推数列的求通项公式、求和等重点知识，更

能拓宽数学视野，培养发现问题、分析问题的习惯，提升创新

意识和个性思维品质．
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