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挖掘问题背景　 发现曲线共性
———基于 ２０２２ 年全国甲卷圆锥曲线试题的研究
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　 　 摘　 要：以 ２０２２ 年全国甲卷第 ２０ 题为研究对象，对解题过程中发现的问题背景进行挖掘，得到了试题中蕴藏的定

值、定点特征． 探究定值与定点这两个特征之间的关联，将这些关联特征推广到任意圆锥曲线中，得到这一“蝴蝶模型”
在圆锥曲线中的统一共性．
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　 　 解析几何中存在很多的共性问题，不仅蕴藏在统

一的代数结构上，还会蕴藏在具有对偶性的几何图形

中． 文章对 ２０２２ 年全国甲卷第 ２０ 题的圆锥曲线试题

进行探究时，发现试题隐藏着一类直线的定值与定点

问题． 将定点一般化，发现定值与定点的代数关系． 同
时，又发现被动直线还存在过定点的特征，于是再从

另一角度审视定值与定点的关系，并将该性质推广到

其它圆锥曲线中．
１　 试题呈现

题目 　 如图 １，设抛物

线 Ｃ：ｙ２ ＝ ２ｐｘ（ｐ ＞ ０）的焦点

为 Ｆ，点 Ｄ（ｐ，０），过点 Ｆ 的

直线交 Ｃ 于Ｍ，Ｎ 两点． 当直

线 ＭＤ 垂 直 于 ｘ 轴 时，
ＭＦ ＝ ３．

（１）求 Ｃ 的方程；
（２）设直线 ＭＤ，ＮＤ 与

Ｃ 的另一个交点分别为 Ａ，Ｂ，记直线 ＭＮ，ＡＢ 的倾斜

角分别为 α，β，当 α － β 取得最大值时，求直线 ＡＢ 的

方程．
２　 问题分析与解决

分析　 本题第（１）小题主要考查学生对抛物线的

求解，根据两点之间距离公式将 ＭＦ 转化为到准线的

距离，可解得 ｐ ＝ ２． 第（２）小题需要将 α － β 取得最大

值的问题转化为两直线的斜率关系进行求解． 下面仅

呈现问题（２）的解决．
解析　 由（１）知 Ｃ：ｙ２ ＝ ４ｘ．
设 Ｍ（ｘ１，ｙ１），Ｎ（ｘ２，ｙ２），Ａ（ｘ３，ｙ３），Ｂ（ｘ４，ｙ４），由

Ｆ（１，０）可设直线 ＭＭ：ｘ ＝ ｔｙ ＋ １，代入 ｙ２ ＝ ４ｘ，得 ｙ２ －

４ｔｙ － ４ ＝ ０，所以 ｙ１ｙ２ ＝ － ４．

则 ｋＭＮ ＝
ｙ１ － ｙ２

ｘ１ － ｘ２
＝
４（ｙ１ － ｙ２）
ｙ２
１ － ｙ２

２
＝ ４
ｙ１ ＋ ｙ２

．

由 Ｄ（２，０）可设直线 ＭＡ：ｘ ＝ｍｙ ＋ ２，
代入 ｙ２ ＝ ４ｘ，得 ｙ２ － ４ｍｙ － ８ ＝ ０．

由 ｙ１ｙ３ ＝ － ８，得 ｙ３ ＝ － ８
ｙ１

，ｘ３ ＝
ｙ２
３

４ ＝ １６
ｙ２
１
．

所以 Ａ １６
ｙ２
１
， － ８
ｙ１

æ

è
ç

ö

ø
÷． 同理，Ｂ １６

ｙ２
２
， － ８
ｙ２

æ

è
ç

ö

ø
÷．

故 ｋＡＢ ＝
ｙ３ － ｙ４

ｘ３ － ｘ４
＝ － １

２ ·
ｙ１ｙ２

ｙ１ ＋ ｙ２
＝ ２
ｙ１ ＋ ｙ２

＝ １
２ ｋＭＮ ．

即 ｔａｎα ＝ ２ｔａｎβ．

因此 ｔａｎ α － β( ) ＝
ｋＭＮ － ｋＡＢ

１ ＋ ｋＭＮｋＡＢ
＝

ｋＡＢ

１ ＋ ２ｋ２
ＡＢ
．

要使 α － β 最大，应有 β∈ ０，π
２

æ

è
ç

ö

ø
÷，即 ｋＡＢ ＞ ０，此时

ｔａｎ α － β( ) ＝ ＝
ｋＡＢ

１ ＋ ２ｋＡＢ
２≤

１
２ ２

，当且仅当 ｋＡＢ ＝ ２
２ 时取

等号． 此时可设直线 ＡＢ：ｘ ＝ ２ ｙ ＋ ｎ，代入 ｙ２ ＝ ４ｘ，得

ｙ２ －４ ２ｙ －４ｎ ＝ ０，则有△ ＞ ０，ｙ３ｙ４ ＝ ６４
ｙ１ｙ２

＝ － １６ ＝ －

４ｎ，解得 ｎ ＝ ４．

所以此时直线 ＡＢ：ｘ ＝ ２ ｙ ＋ ４．
３　 探究发现与结论推广

３． １　 探究发现

在解决数学问题的过程中，当得到的结论具有某

一特质时，我们会有一种奇异性的感受，总会希望这

一特质具有一般规律性． 观察解题过程，发现当抛物

线的弦ＭＮ 经过焦点 Ｆ，ＭＡ，ＮＢ 过定点 Ｄ 时，直线ＭＮ
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与直线 ＡＢ 斜率之比为定值． 为了得到更为一般的结

论，将两个定点在 ｘ 轴上的位置一般化，探究斜率之

比与两定点的代数关系．
结论 １ 　 如图 ２，Ｔ （ ｔ，

０），Ｄ（ ｎ，０）为抛物线 ｙ２ ＝
２ｐｘ 对称轴上两定点，过点 Ｔ
且不垂直于 ｘ 轴的直线交 Ｃ
于 Ｍ，Ｎ 两点． 直线 ＭＤ，ＮＤ
与 Ｃ 的另一个交点分别为

Ａ，Ｂ，ＡＢ 与 ｘ 轴交于点 Ｅ． 则
直线 ＭＮ 与 ＡＢ 斜率之比为

定值 ｎ
ｔ ．

证明　 设 Ｍ（ｘ１，ｙ１），Ｎ（ｘ２，ｙ２），Ａ（ｘ３，ｙ３），Ｂ（ｘ４，

ｙ４），由 Ｍ，Ｔ，Ｎ 三点共线，得
ｙ１

ｘ１ － ｔ ＝
ｙ２

ｘ２ － ｔ．

即
ｙ１

ｙ２
１ － ２ｐｔ

＝
ｙ２

ｙ２
２ － ２ｐｔ

． 整理，得 ｙ１ｙ２ ＝ － ２ｐｔ，

所以 ｋＭＮ ＝
ｙ１ － ｙ２

ｘ１ － ｘ２
＝
２ｐ（ｙ１ － ｙ２）

ｙ２
１ － ｙ２

２
＝ ２ｐ
ｙ１ ＋ ｙ２

．

同理，由 Ｍ，Ｄ，Ａ 三点共线可得： ｙ１ｙ３ ＝ － ２ｐｎ，

ｙ３ ＝ － ２ｐｎ
ｙ１

，ｘ３ ＝
ｙ２
３

２ｐ ＝ ２ｐｎ２

ｙ２
１

，Ａ ２ｐｎ２

ｙ２
１

， － ２ｐｎ
ｙ１

æ

è
ç

ö

ø
÷．

由 Ｎ，Ｄ，Ｂ 三点共线可得 Ｂ ２ｐｎ２

ｙ２
２

， － ２ｐｎ
ｙ２

æ

è
ç

ö

ø
÷．

所以 ｋＡＢ ＝
ｙ３ － ｙ４

ｘ３ － ｘ４
＝ － １

ｎ ·
ｙ１ｙ２

ｙ１ ＋ ｙ２
＝ ２ｐｔ
ｎ（ｙ１ ＋ ｙ２）

．

所以
ｋＭＮ

ｋＡＢ
＝ ｎ

ｔ ．

以上结论说明，直线 ＭＮ 的斜率与直线 ＡＢ 的斜

率是成正比的，比例系数为两个定点的横坐标之比．
若直线 ＭＮ 绕着定点 Ｔ 旋转，则直线 ＡＢ 也会随之旋

转，这似乎预示着直线 ＡＢ 在旋转过程中可能也会经

过某一定点． 这一动中有静的特征启发我们作进一步

的猜想与证明．
结论 ２　 如图 ２，Ｔ（ ｔ，０），Ｄ（ｎ，０）为抛物线 ｙ２ ＝

２ｐｘ 对称轴上两定点，过点 Ｔ 且不垂直于 ｘ 轴的直线

交 Ｃ 于Ｍ，Ｎ 两点． 直线ＭＤ，ＮＤ 与 Ｃ 的另一个交点分

别为 Ａ，Ｂ，则直线 ＡＢ 恒过定点 Ｅ ｎ２

ｔ ，０
æ

è
ç

ö

ø
÷．

证明　 用结论 １ 证明过程的条件，设 Ｅ（ ｓ，０），由

Ｎ，Ｄ，Ｂ 三点共线可得
ｙ３

ｘ３ － ｓ ＝
ｙ４

ｘ４ － ｓ．

将 ｘ３，ｙ３，ｘ４，ｙ４ 代入整理，得
２ｐｎ２（ｙ１ － ｙ２） ＝ ｓｙ１ｙ２（ｙ２ － ｙ１） ．

将 ｙ１ｙ２ ＝ － ２ｐｔ 代入得 ｓ ＝ ｎ２

ｔ ．

所以直线 ＡＢ 恒过定点 Ｅ ｎ２

ｔ ，０
æ

è
ç

ö

ø
÷．

根据结论 １ 和结论 ２ 不难看出，直线 ＭＮ 与直线

ＡＢ 在斜率和定点上都存在着对偶关系． 事实上，通过

以上高考试题的特例容易观察出两个斜率定比与三

个定点之间也存在直接的关联，于是从另一角度研

究，得到两直线斜率之比所得定值与三个定点间的一

个等量关系．
结论 ３　 如图 ２，Ｔ（ ｔ，０），Ｄ（ｎ，０）为抛物线 ｙ２ ＝

２ｐｘ 对称轴上两定点，过点 Ｔ 且不垂直于 ｘ 轴的直线

交 Ｃ 于Ｍ，Ｎ 两点． 直线ＭＤ，ＮＤ 与 Ｃ 的另一个交点分

别为 Ａ，Ｂ，ＡＢ 与 ｘ 轴交于点 Ｅ，则直线 ＭＮ 与 ＡＢ 斜率

之比为定值，且
ｋＭＮ

ｋＡＢ
＝ ＤＥ

ＤＴ ．

证明　 用结论１ 与结论２ 证明过程的条件， ＤＥ
ＤＴ ＝

ｎ － ｔ
ｓ － ｎ ＝ ｎ － ｔ

ｎ２

ｔ － ｎ
＝ ｎ

ｔ ，由结论 １ 可知
ｋＭＮ

ｋＡＢ
＝ ｎ

ｔ ．

所以
ｋＭＮ

ｋＡＢ
＝ ＤＥ

ＤＴ ．

３． ２　 结论推广

以上定点、定值的结论都是以抛物线为背景探究

所得，很自然地尝试将这些结论推广到椭圆和双曲线

中． 但在对猜想进行证明时，考虑到椭圆上点的坐标

代换相对抛物线较难，且涉及证明直线过定点问题，
因此借助曲线系方程这一工具，可以简化运算过程．

结论 ４　 如图 ３，Ｔ（ ｔ，０），Ｄ（ｎ，０）为椭圆ｘ２

ａ２ ＋ ｙ２

ｂ２ ＝

１ 长轴上两定点，过点 Ｔ 且不垂直于 ｘ 轴的直线交 Ｃ
于 Ｍ，Ｎ 两点． 直线 ＭＤ，ＮＤ 与 Ｃ 的另一个交点分别为

Ａ，Ｂ，ＡＢ 与 ｘ 轴交于点 Ｅ，则
ｋＭＮ

ｋＡＢ
＝ ＤＥ

ＤＴ ，且直线 ＡＢ 恒

过定点 Ｅ ２ａｎ２ － ａ２ ｔ － ｎ２ ｔ
ａ２ ＋ ｎ２ － ２ｎｔ

，０æ

è
ç

ö

ø
÷．

证明　 设直线 ＭＡ：ｘ ＝ｍ１ｙ ＋ ｎ，直线 ＮＢ：ｘ ＝ｍ２ｙ ＋
ｎ，经过 Ｍ，Ｎ，Ａ，Ｂ 四点的曲线系方程可设为

（ｘ －ｍ１ｙ － ｎ）（ｘ －ｍ２ｙ － ｎ） ＋ λ ｘ２

ａ２ ＋ ｙ２

ｂ２ － １æ

è
ç

ö

ø
÷ ＝ ０．

整理，得 １ ＋ λ
ａ２

æ

è
ç

ö

ø
÷ｘ２ ＋ ｍ１ｍ２ ＋ λ

ｂ２
æ

è
ç

ö

ø
÷ｙ２ － （ｍ１ ＋ ｍ２）

ｘｙ － ２ｎｘ ＋ ｎ ｍ１ ＋ｍ２( )ｙ ＋ ｎ２ － λ ＝ ０． ①
设直线 ＭＮ：ｘ ＝ ｒ１ｙ ＋ ｔ，直线 ＡＢ：ｘ ＝ ｒ２ｙ ＋ ｓ，则曲
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线 ＭＮ，ＡＢ 的方程为（ｘ － ｒ１ｙ － ｔ）（ｘ － ｒ２ｙ － ｓ） ＝ ０．
整理， 得 ｘ２ ＋ ｒ１ ｒ２ｙ２ － ｒ１ ＋ ｒ２( ) ｘｙ － ｓ ＋ ｔ( ) ｘ ＋

ｒ１ ｓ ＋ ｒ２ ｔ( )ｙ ＋ ｓｔ ＝ ０． ②
方程①②表示同一曲线时，有
ｍ１ ＋ｍ２

ｒ１ ＋ ｒ２
＝ ２ｎ
ｓ ＋ ｔ ＝

ｎ（ｍ１ ＋ｍ２）
ｒ１ ｓ ＋ ｒ２ ｔ

＝ ｎ２ － λ
ｓｔ ＝ １ ＋ λ

ａ２ ．

根据等比性质，得
ｍ１ ＋ｍ２

ｒ１ ＋ ｒ２
＝ ２ｎ
ｓ ＋ ｔ ＝

ｎ（ｍ１ ＋ｍ２）
ｒ１ ｓ ＋ ｒ２ ｔ

＝ ｎ２ ＋ ａ２

ｓｔ ＋ ａ２ ． ③

由 ２ｎ
ｓ ＋ ｔ ＝

ｎ２ ＋ ａ２

ｓｔ ＋ ａ２ ，得 ｓ ＝ ２ｎａ２ － （ｎ２ ＋ ａ２） ｔ
ｎ２ ＋ ａ２ － ２ｎｔ

．

因此直线 ＡＢ 恒过定点 Ｅ ２ａｎ２ － ａ２ ｔ － ｎ２ ｔ
ａ２ ＋ ｎ２ － ２ｎｔ

，０æ

è
ç

ö

ø
÷．

由③可得 １
ｒ１ ＋ ｒ２

＝ ｎ
ｒ１ ｓ ＋ ｒ２ ｔ

．

即
ｋＭＮ

ｋＡＢ
＝
ｒ２
ｒ１

＝ ｓ － ｎ
ｎ － ｔ ＝

ＤＥ
ＤＴ ．

将以上问题背景替换成双曲线，只需把证明过程

中①式里的 ｂ２ 替换成 － ｂ２，并不影响
ｒ２
ｒ１

＝ ｓ － ｎ
ｎ － ｔ和 ｓ ＝

２ｎａ２ － （ｎ２ ＋ ａ２） ｔ
ｎ２ ＋ ａ２ － ２ｎｔ

两个结论，因此以上结论在双曲线中

依然成立．

结论 ５　 如图 ４，Ｔ（ｔ，０），Ｄ（ｎ，０）为双曲线 Ｃ：ｘ
２

ａ２ －

ｙ２

ｂ２ ＝ １ 实轴上两定点，过点 Ｔ 且不垂直于 ｘ 轴的直线

交 Ｃ 于Ｍ，Ｎ 两点． 直线ＭＤ，ＮＤ 与 Ｃ 的另一个交点分

别为 Ａ，Ｂ，ＡＢ 与 ｘ 轴交于点 Ｅ，则
ｋＭＮ

ｋＡＢ
＝ ＤＥ

ＤＴ ，且直线

ＡＢ 恒过定点 Ｅ ２ａｎ２ － ａ２ ｔ － ｎ２ ｔ
ａ２ ＋ ｎ２ － ２ｎｔ

，０æ

è
ç

ö

ø
÷．

以上结论都是在圆锥曲线中取 ４ 条形如蝴蝶的

弦为研究对象得出的，它也很像圆锥曲线中蝴蝶定理

的图形，我们姑且将它称为圆锥曲线中的“蝴蝶模

型” ． 把两弦交点称为模型的中心，另外两弦称为蝴蝶

的两翼． 以上探究得出：在任意圆锥曲线中，若“蝴蝶

模型”满足中心为 ｘ 轴上一定点，其中一翼过 ｘ 轴上

另一定点，则另一翼亦过 ｘ 轴上的某一定点，且此时

两翼所在直线斜率之比为定值． 事实上，当两个定点

在圆锥曲线内更一般的位置时，如图 ５，此时依然满足

另一翼所在直线过定点，且三个定点共线． 但此时两

翼所在直线斜率之比不再是一个定值，那么它们满足

什么关系，有待更进一步的研究．

４　 结束语

呈现试题的解题过程后，挖掘出试题中蕴藏的定

值、定点的结论，借助曲线系方程这一工具，将其推广

到其它圆锥曲线中，并发现定值与定点之间的距离关

系，得到蝴蝶模型在圆锥曲线中的统一特征．
问题解决过程中，根据问题特征修改思维方式和

思维手段，减少思维的盲目性和触发性． 把目光聚焦

在影响问题结论的关键部分，提取其中的核心要素，
避开次要因素的影响，往往能得到意料之外的探究

结果．
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