
ｘ１ ＋ λｘ２ ＝ ｘＰ（１ ＋ λ）
ｘ１ － λｘ２ ＝ ｘＱ（１ － λ）{ ⇒

ｘ１ ＝
ｘＰ ＋ ｘＱ

２ ＋
ｘＰ － ｘＱ

２ ·λ，

ｘ２ ＝
ｘＰ ＋ ｘＱ

２ ＋
ｘＰ － ｘＱ

２λ ．

ì

î

í

ï
ï

ï
ï

注意：在圆锥曲线问题中，当两条弦所在直线

的公共点在坐标轴上时，运用常规解法非常繁琐，
若将坐标变换成比值，则往往会事半功倍．

例 ６　 （２０１８·北京卷）已知椭圆 Ｍ：ｘ
２

ａ２ ＋ ｙ２

ｂ２ ＝ １

（ａ ＞ ｂ ＞ ０）的离心率为
６
３ ，焦距为 ２ ２ ，斜率为 ｋ 的

直线 ｌ 与椭圆 Ｍ 有两个不同的交点 Ａ，Ｂ．
（１）求椭圆 Ｍ 的方程；
（２）若 ｋ ＝ １，求 ＡＢ 的最大值；
（３）设 Ｐ（ － ２，０），直线 ＰＡ 与椭圆 Ｍ 的另一个

交点为 Ｃ，直线 ＰＢ 与椭圆 Ｍ 的另一个交点为 Ｄ，若

Ｃ，Ｄ 和点 Ｑ（ － ７
４ ， １

４ ）共线，求 ｋ．

解析：（１） ｘ
２

３ ＋ ｙ２ ＝ １；（２） ６ （过程略）．

（３）设点 Ａ（ｘ１，ｙ１），Ｂ（ｘ２，ｙ２），Ｃ（ｘ３，ｙ３），Ｄ（ｘ４，
ｙ４），同时设 ＡＰ→ ＝ λ ＰＣ→， ＢＰ→ ＝ μ ＰＤ→，则可得 ｘＰ ＝
ｘ１ ＋ λｘ３

１ ＋ λ ＝
ｘ２ ＋ μｘ４

１ ＋ μ ＝ － ２，ｙＰ ＝
ｙ１ ＋ λｙ３

１ ＋ λ ＝
ｙ２ ＋ μｙ４

１ ＋ μ ＝ ０．

由点 Ａ，Ｃ 在椭圆上得
ｘ２
１

３ ＋ ｙ２
１ ＝ １，

λ２ｘ２
３

３ ＋ λ２ ｙ２
３ ＝

λ２，两式作差得
（ｘ１ ＋ λｘ３）（ｘ１ － λｘ３）

３（１ － λ２）
＋

（ｙ１ ＋ λｙ３）（ｙ１ － λｙ３）
１ － λ２ ＝ １，即

（ － ２）（ｘ１ － λｘ３）
３（１ － λ） ＝ １，

亦即
ｘ１ － λｘ３

１ － λ ＝ － ３
２ ． 于是，解方程组

ｘ１ － λｘ３

１ － λ ＝ － ３
２ ，

ｘ１ ＋ λｘ３

１ ＋ λ ＝ － ２，

ì

î

í

ï
ï

ï
ï

可得
ｘ１ ＝ － １

４ λ － ７
４ ，

ｘ３ ＝ － １
４λ － ７

４ ．

ì

î

í

ï
ï

ïï

同理，可得
ｘ２ ＝ － １

４ μ － ７
４ ，

ｘ４ ＝ － １
４μ － ７

４ ．

ì

î

í

ï
ï

ïï

从而， ｘ１ － ｘ２ ＝

－ １
４ （λ － μ）⑦． 因为易知 ｙ３ ＝ －

ｙ１

λ ，ｙ４ ＝ －
ｙ２

μ ，又由

Ｃ，Ｄ 和点 Ｑ（ － ７
４ ， １

４ ）共线得 ｋＣＱ ＝ ｋＤＱ，所以
ｙ３ － １

４

ｘ３ ＋ ７
４

＝
ｙ４ － １

４

ｘ４ ＋ ７
４

，即
－
ｙ１

λ － １
４

－ １
４λ

＝
－
ｙ２

μ － １
４

－ １
４μ

，化简得 ｙ１ － ｙ２ ＝

－ １
４

(λ － μ ) ⑧． 从而，根据⑦⑧即得
ｙ１ － ｙ２

ｘ１ － ｘ２
＝ １，故

所求 ｋ ＝ １．
评注：上述求解关键是先两次活用“定比点差

法”可得⑦式，再将三点共线转化为直线的斜率相

等可得⑧式． 显然，第三问涉及字母形式的化简、运

算量较大，需要特别认真、细心一些．
总之，结合上述归类解析可知，灵活运用“定比点

差法”可迅速分析、解决圆锥曲线中有关涉及线段定比

分点问题，其优点是技巧性的规律较强，有利于减少化

简、运算量，从而提高解题的速度与准确性．

■■■■■■■■■■■■■■■■■■■■■■■■■■■■■■■■■■■■■■■■■■■■■■■

圆锥曲线内接四边形的又一个新性质

湖北省大冶市第一中学　 （４３５１００） 　 徐国辉　 舒红霞

　 　 文［１］给出了圆锥曲线内接四边形如下的新

性质．
性质 １　 已知四边形 ＡＢＣＤ 是抛物线 ｙ２ ＝ ２ｐｘ

的内接四边形，则 ｋＡＢ ＋ ｋＣＤ ＝ ０⇔ｋＢＣ ＋ ｋＤＡ ＝ ０⇔ｋＡＣ ＋
ｋＢＤ ＝ ０．

性质 ２　 已知四边形 ＡＢＣＤ 是圆锥曲线 ｍｘ２ ＋
ｎｙ２ ＝ １ ｍｎ≠０( )的内接四边形，则 ｋＡＢ ＋ ｋＣＤ ＝ ０⇔ｋＢＣ

＋ ｋＤＡ ＝ ０⇔ｋＡＣ ＋ ｋＢＤ ＝ ０．
文［２］给出了性质 １ 与性质 ２ 的简单证明及圆

锥曲线内接四边形的一个类似性质． 笔者经过探

究，发现了圆锥曲线内接四边形的又一个新性质．

性质 ３ 　 已知四边形 ＡＢＣＤ 是椭圆
ｘ２

ａ２ ＋ ｙ２

ｂ２ ＝ １

ａ ＞ ０，ｂ ＞ ０( )的内接四边形，则 ｋＡＢ ｋＣＤ ＝ ｂ２

ａ２ ⇔ｋＢＣ ｋＤＡ

＝ ｂ２

ａ２⇔ｋＡＣｋＢＤ ＝ ｂ２

ａ２ ；若四边形 ＡＢＣＤ 是双曲线
ｘ２

ａ２ － ｙ２

ｂ２

＝１ ａ ＞ ０，ｂ ＞ ０( )的内接四边形，则 ｋＡＢ ｋＣＤ ＝ － ｂ２

ａ２ ⇔
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ｋＢＣｋＤＡ ＝ － ｂ２

ａ２⇔ｋＡＣｋＢＤ ＝ － ｂ２

ａ２ ．

证明：设四边形 ＡＢＣＤ 是圆锥曲线 ｍｘ２ ＋ ｎｙ２ ＝ １
ｍｎ≠０( )的内接四边形，设直线 ＡＢ，ＣＤ 的方程分别

为 ｙ ＝ ｋ１ｘ ＋ ｂ１，ｙ ＝ ｋ２ｘ ＋ ｂ２，直线 ＡＣ，ＢＤ 的方程分别

为 ｙ ＝ ｋ３ ｘ ＋ ｂ３ 和 ｙ ＝ ｋ４ ｘ ＋ ｂ４，则 Ａ，Ｂ，Ｃ，Ｄ 同在由

ＡＢ，ＣＤ 生成的二次曲线 ( ｙ － ｋ１ ｘ － ｂ１ ) ( ｙ － ｋ２ ｘ －
ｂ２ ) ＝ ０ 和由 ＡＣ，ＢＤ 生成的二次曲线 ( ｙ － ｋ３ｘ － ｂ３ )

· ( ｙ － ｋ４ｘ － ｂ４ ) ＝ ０ 上，又因 Ａ，Ｂ，Ｃ，Ｄ 是圆锥曲线

ｍｘ２ ＋ ｎｙ２ ＝ １ ｍｎ≠０( )上 的 四 点， 因 而 存 在 μ，
ν μ≠０，ν≠０( )，使得 μ（ｙ － ｋ１ｘ － ｂ１）（ｙ － ｋ２ｘ － ｂ２） ＋
ν（ｙ － ｋ３ｘ － ｂ３）（ｙ － ｋ４ｘ － ｂ４） ＝ｍｘ２ ＋ ｎｙ２ － １．

比较 ｘ２，ｙ２的系数，得
μ ＋ ν ＝ ｎ，
μｋ１ｋ２ ＋ νｋ３ｋ４ ＝ｍ．{ ①

当 ｍ ＝ １
ａ２ ，ｎ ＝ １

ｂ２ 时，若 ｋ１ ｋ２ ＝ ｂ２

ａ２ ，则 ｎｋ１ ｋ２ ＝ ｍ，

代入①式可得 ｋ３ ｋ４ ＝ ｋ１ ｋ２，即 ｋＡＢｋＣＤ ＝ ｂ２

ａ２ ⇔ｋＡＣ ｋＢＤ ＝

ｂ２

ａ２ ，同理可证 ｋＡＢｋＣＤ ＝ ｂ２

ａ２⇔ｋＢＣｋＤＡ ＝ ｂ２

ａ２ ． 从而有 ｋＡＢｋＣＤ

＝ ｂ２

ａ２⇔ｋＢＣｋＤＡ ＝ ｂ２

ａ２⇔ｋＡＣｋＢＤ ＝ ｂ２

ａ２ ．

当 ｍ ＝ １
ａ２ ，ｎ ＝ － １

ｂ２ 时，若 ｋ１ ｋ２ ＝ － ｂ２

ａ２ ，则 ｎｋ１ ｋ２

＝ｍ，代入①式可得 ｋ３ ｋ４ ＝ ｋ１ ｋ２，即 ｋＡＢ ｋＣＤ ＝ － ｂ２

ａ２ ⇔

ｋＡＣｋＢＤ ＝ － ｂ２

ａ２ ，同理可证 ｋＡＢｋＣＤ ＝ － ｂ２

ａ２ ⇔ｋＢＣｋＤＡ ＝ － ｂ２

ａ２ ．

从而有 ｋＡＢｋＣＤ ＝ － ｂ２

ａ２⇔ｋＢＣｋＤＡ ＝ － ｂ２

ａ２⇔ｋＡＣｋＢＤ ＝ － ｂ２

ａ２ ．

说明：在性质 ３ 中，当 ｋＡＢ ｋＣＤ ＝ ± ｂ２

ａ２ 时，如果有

一条边的斜率不存在，则对边的斜率必为 ０，比如直

线 ＡＣ 的斜率不存在，此时有 ｋＢＤ ＝ ０．
在性质 ３ 中，当四边形退化为三角形时有如下

性质．

性质 ４ 　 已知点 Ｐ ｘ０，ｙ０( )是椭圆
ｘ２

ａ２ ＋ ｙ２

ｂ２ ＝ １

ａ ＞ ０，ｂ ＞０( )上异于顶点的任意一点，（１）过点 Ｐ ( ｘ０，

ｙ０ )作倾斜角互补的两条直线交椭圆于 Ａ，Ｂ 两点，

则 ｋＯＰｋＡＢ ＝ ｂ２

ａ２ ；（２）过点 Ｐ ｘ０，ｙ０( )作斜率乘积为
ｂ２

ａ２

两条直线交椭圆于 Ａ，Ｂ 两点，则 ｋＯＰ ＋ ｋＡＢ ＝ ０．

性质 ５　 已知点 Ｐ ｘ０，ｙ０( )是双曲线
ｘ２

ａ２ － ｙ２

ｂ２ ＝ １

ａ ＞ ０，ｂ ＞ ０( )上异于顶点的任意一点， （１ ） 过点

Ｐ ( ｘ０，ｙ０ )作倾斜角互补的两条直线交双曲线于 Ａ，

Ｂ 两点，则 ｋＯＰｋＡＢ ＝ － ｂ２

ａ２ ；（２）过点 Ｐ ｘ０，ｙ０( )作斜率

乘积为 － ｂ２

ａ２ 两条直线交双曲线于 Ａ，Ｂ 两点，则 ｋＯＰ

＋ ｋＡＢ ＝ ０．
限于篇幅只证明性质 ５（２）．

证明：设 Ａ ｘ１，ｙ１( )，Ｂ ｘ２，ｙ２( )，由

ｘ１２

ａ２ －
ｙ１２

ｂ２
＝１，

ｘ２２

ａ２ －
ｙ２２

ｂ２
＝１，

ì

î

í

ï
ï

ï
ï

可

得
ｘ１ － ｘ２( ) ｘ１ ＋ ｘ２( )

ａ２ －
ｙ１ － ｙ２( ) ｙ１ ＋ ｙ２( )

ｂ２
＝０，即 ｋＡＢ ＝

ｂ２

ａ２

ｘ１ ＋ ｘ２

ｙ１ ＋ ｙ２
，同理可得 ｋＡＰ ＝ ｂ２

ａ２

ｘ０ ＋ ｘ１

ｙ０ ＋ ｙ１
，ｋＢＰ ＝ ｂ２

ａ２

ｘ０ ＋ ｘ２

ｙ０ ＋ ｙ２
．

∵ ｋＡＰ·ｋＢＰ ＝ － ｂ２

ａ２ ，∴
ｂ２

ａ２

ｘ０ ＋ ｘ１

ｙ０ ＋ ｙ１
·ｂ２

ａ２

ｘ０ ＋ ｘ２

ｙ０ ＋ ｙ２
＝ － ｂ２

ａ２ ，又

由斜率公式得
ｙ１ － ｙ０

ｘ１ － ｘ０
·

ｙ２ － ｙ０

ｘ２ － ｘ０
＝ － ｂ２

ａ２ ，所以
ｘ０ ＋ ｘ１

ｙ０ ＋ ｙ１
·

ｘ０ ＋ ｘ２

ｙ０ ＋ ｙ２
＝ － ａ２

ｂ２ ＝
ｘ１ － ｘ０

ｙ１ － ｙ０
·

ｘ２ － ｘ０

ｙ２ － ｙ０
，上式化简得 － ａ２

ｂ２ ＝

（ｘ１ ＋ ｘ２）ｘ０

（ｙ１ ＋ ｙ２）ｙ０
，即 ｋＡＢ ＝ ｂ２

ａ２

ｘ１ ＋ ｘ２

ｙ１ ＋ ｙ２
＝ －

ｙ０

ｘ０
＝ － ｋＯＰ，所以

ｋＯＰ ＋ ｋＡＢ ＝ ０．
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