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两组九大类易混极限题的讨论
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(西安工程大学 理学院,陕西 西安 710048)

摘 要 借助定积分定义和夹逼准则,给出两组九大类易混极限题的讨论,进而分类讲解,更易为学生所接受.
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Abstract Twogroupsofninetypesofeasilyconfusinglimitproblemsarediscussedbyusingthedefinition
ofdefiniteintegralandsqueezetheorem,andtheclassificationsofthemaregiven,whichcanbeacceptedby
studentsmoreeasily.
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1 引言

极限是《数学分析》和《高等数学》的重要概念之

一,极限思想是微积分的灵魂.因此理解和掌握数列

极限的解法极其重要.数列极限的求解方法很多,定
义法、四则运算、等价无穷小替换、两个重要极限、单
调有界原理、夹逼准则、定积分定义等等[1-3].不同

类型的极限题有不同的解决方法,有的类型可能不

止有一种解决方法,相反,有的极限题可能解决方法

是唯一的,稍有差池可能就会得到相反的结论.因
此,对于较为复杂的数列极限,选择合适的求解方法

显得尤为重要.这需要对所求解的极限结构具有很

好的分析和把控.本文从两组几个大类相似的数列

极限着手,给出相应的结构分析求解方法,以期同学

对这类数列极限的求解有所掌握和理解,进而将知

识点融会贯通.
总所周知,有限个无穷小的和还是无穷小,那么

无穷多个无穷小的和呢? 这个答案是不一定的,我

们把这类的极限称之为未定式.一般的,这类极限题

不能直接利用极限的四则运算法则,是需要转换其

他的思考途径来处理这一类问题.
我们先看两组九大类易混的数列极限,初学的

学生可能会感觉是一类题,甚至于有的老师也会误

判.见到这一类题目,要仔细的分析,观察他的结构,
思考可能的解法,给出正确的分析.两组数列极限都

是分式部分和的形式.
第一组的数列极限与无理根式函数有关.
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第二组极限的求解则来自于有理分式函数的部分和

极限.
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2 主要方法和证明

第一组极限的特征是这样的,尽管其每一项都

是无理根式,但其通项公式都是不一样的,并且部分

和的项数多少也是不尽相同的.极限1和极限2的

通项公式是一样的,只是项数不同而已,极限1和极

限3的项数一样,通项公式不一样的.极限1,2是典

型的夹逼准则做法.
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因此,由夹逼准则可以得到
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极限2的项数较多,有2n+1项,但其做法和极

限1是类似的.

2解 由于 1
n2+2n+1

≤ 1
n2+i

≤ 1
n2+1

,

i=1,…,2n+1,故

2n+1
n2+2n+1

≤ 1
n2+1

+ 1
n2+2

+…+ 1
n2+2n+1

≤2n+1
n2+1

,

因此,由夹逼准则可以得到
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极限1、2项数分别为n,2n+1,这两类极限更

为一般的推广形式为:
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其中k∈N,l∈Z.经过类似的计算可以得其极限为

k.
再看极限3,根号下方是两项的平方和形式,此

处夹逼准则的放缩法不再适用,此时,利用定积分的

定义来处理极限.
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故对上式积分即可,因此

原式 =lnx+ 1+x2( )
1
0 =ln 2+1( ).

第二组极限题的每一项都是有理分式,同第一组

相同的是,其通项公式也都是不一样的,部分和的项数

多少也是不相同.有了第一组极限例题的铺垫,第二组

相对就好分析一些.我们先给出基础极限4.,然后在极

限4的基础上讨论其他极限.极限4的项数有n项,同极

限1,2一样,两边适当放缩,使用夹逼准则来计算.
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因此,由夹逼准则,两边同时取极限可以得到
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第4类极限的一般形式为

lim
n→∞

n 1
n2+k+l+ 1

n2+2k+l+…+ 1
n2+nk+l

æ

è
ç

ö

ø
÷,

其中k∈N,l∈Z.经过定积分定义法计算可得到极限

为1.
极限5是在极限4的基础上做了修改,将左侧的系

数n修改为每一项中的自然数列.此题在使用夹逼准则

时,注意适当放缩,只放缩分母,同时还需要使用等差

数列的求和公式来计算.

5解 由于 i
n2+n≤

i
n2+i≤

i
n2+1

,i=1,…,n,

故

1+2+…+n
n2+n ≤ 1

n2+1+ 2
n2+2+…+ n

n2+n

≤1+2+…+n
n2+1

.

因此,由夹逼准则,两边同时取极限可以得到
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极限6和极限5的差异仅仅在分母,解法几乎

不变.
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因此,由夹逼准则,两边同时取极限可以得到
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极限5、6更为一般的形式为
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其中k∈N,经计算得知,极限保持不变,仍为1
2.

在前方多个类型极限的基础上,再进行适当的四则运

算的调整和放缩,竞赛题极限7也就迎刃而解.
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又因为
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因此,原式极限为1
3.

这类极限可以推广至更一般的如下形式,且极

限保持不变.
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其中k,l∈N.
同前面极限相比,极限8,9的分母分别为平方

和、立方和形式,分子分别为1、2次的形式.此时如

果贸然使用夹逼准则,可能会出项放缩后的左右两

侧极限不一样.因此这类习题更多考虑定积分的定

义,参考极限3.
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此时,就可以对上式做类似于极限2的定积分定义

法来处理
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极限8、9是不可以使用夹逼准则来处理的.

3 总结

通过以上两组九大类例题可以看出,求解数列

的极限,方法不能局限于其中的一种,无论使用夹逼

准则还是极限定义法,亦或是定积分定义法等等方

法,都需要注意对数列的结构有充分的认知,否则可

能会得出错误的极限,此时就需要同学多做题,多体

会,多分析,多总结.

参考文献

[1] 同济大学数学教研室.高等数学(上册)[M].6版.北

京:高等教育出版社,2007:14 52.
[2] 华东师范大学数学系.数学分析(上册)[M].4版.北

京:高等教育出版社. 2010.23 42.
[3] 吴赣昌.微积分经管类(上册)[M].5版.北京:中国人

民大学出版社,2017:11 35.

41


