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递推关系ａｎ＋１＝ｑａｎ＋ｐ在概率中的应用举例

　江苏　郭建华

　　数列中连续两项的递推关系ａｎ＋１＝ｑａｎ＋ｐ（其中ｐ，ｑ

为常数，ｐｑ≠０，ｑ≠１）是一种常用的数学模型．该模型在概

率中也有着其独特的用法，常常以选择题的形式出现，其综

合性强，求解难度较大，重点考查化归与转化，分类讨论等

数学思想．对于选择题，可以从选项的描述中获取解题思

路，也可以先从特殊化入手，再研究其一般情况，即先猜后

证（利用数学归纳法证明），最后结合求数列的通项公式的

手段和方法求解．

递推关系ａｎ＋１＝ｑａｎ＋ｐ （其中ｐ，ｑ为常数，ｐｑ≠０，

ｑ≠１）可以通过待定系数法将其转化为新的等比数列．其证

法如下：令ａｎ＋１＋ｔ＝ｑ（ａｎ＋ｔ），则ａｎ＋１＝ｑａｎ＋（ｑ－１）ｔ，又

ａｎ＋１＝ｑａｎ＋ｐ，故ｔ＝ ｐ
ｑ－１

，即ａｎ＋１＋ ｐ
ｑ－１＝ｑ　ａｎ＋

ｐ
ｑ（ ）－１

，

ａ１≠－ ｐ
ｑ－１

，故数列 ａｎ＋ ｐ
ｑ｛ ｝－１
是以ａ１＋ ｐ

ｑ－１
为首项，ｑ为

公比的等比数列．只要给定ａ１，便可以求其通项公式．

下面，通过两道多项选择题谈谈ａｎ＋１＝ｑａｎ＋ｐ在概率

中的应用．

１．摸球问题

【例１】甲口袋中装有２个黑球和１个白球，乙口袋中装

有３个白球．现从甲、乙两口袋中各任取一个球交换放入另

一口袋，重复ｎ（ｎ∈Ｎ＊）次这样的操作，记甲口袋中黑球个

数为Ｘｎ，恰有２个黑球的概率为ｐｎ，恰有１个黑球的概率

为ｑｎ，则下列结论正确的是 （　　）

Ａ．ｐ２＝１６２７
，ｑ２＝７２７

Ｂ．数列｛２ｐｎ＋ｑｎ－１｝是等比数列

Ｃ．Ｘｎ的数学期望Ｅ（Ｘｎ）＝１＋（ ）１３
ｎ
（ｎ∈Ｎ＊）

Ｄ．数 列 ｛ｐｎ｝的 通 项 公 式 为 ｐｎ ＝ ３
１０ －（ ）１９

ｎ

－

１
２（ ）１３

ｎ

＋１５
（ｎ∈Ｎ＊）

【解析】重复ｎ次这样的操作，记甲口袋的黑球个数

为Ｘｎ，其取值为０，１，２，恰有２个黑球的概率为ｐｎ，恰有１个

黑球的概率为ｑｎ，此时，甲口袋的球为以下三种情况之一，

即２个黑球和１个白球，１个黑球和２个白球，３个白球和０

个黑球，所对应的概率分别为ｐｎ，ｑｎ，１－ｐｎ－ｑｎ．

从甲、乙两口袋中各任取一个球交换放入另一口袋为

一次操作．

（１）若重复（ｎ＋１）次这样的操作，甲口袋中黑球个数

Ｘｎ＋１恰好为２，即甲口袋装有２个黑球和１个白球，则重复

ｎ次这样的操作时，甲口袋中黑球的个数Ｘｎ为１或２，包含

以下两个互斥事件，即

①当Ｘｎ＝２时，此时，甲口袋装有２个黑球和１个白

球，乙口袋装有３个白球，进行一次操作（甲给乙一个白球，

同时乙给甲一个白球）后Ｘｎ＋１＝２，于是甲口袋装有２个黑

球和１个白球，乙口袋装有３个白球，其交换过程如图所示：

因此，这种情形发生的概率为Ｃ
１
１

Ｃ１３
·Ｃ

１
３

Ｃ１３
·ｐｎ；

②当Ｘｎ＝１时，此时，甲口袋装有１个黑球和２个白

球，乙口袋装有１个黑球和２个白球，进行一次操作（甲给

乙一个白球，同时乙给甲一个黑球）后Ｘｎ＋１＝２，其交换过程

如图所示：
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因此，这种情形发生的概率为Ｃ
１
２

Ｃ１３
·Ｃ

１
１

Ｃ１３
·ｑｎ；

所以，ｐｎ＋１＝
Ｃ１１
Ｃ１３
·Ｃ

１
３

Ｃ１３
·ｐｎ＋

Ｃ１２
Ｃ１３
·Ｃ

１
１

Ｃ１３
·ｑｎ＝１３ｐｎ＋

２
９ｑｎ

，

即ｐｎ＋１＝１３ｐｎ＋
２
９ｑｎ　①．

（２）若重复（ｎ＋１）次这样的操作，甲口袋中黑球个数

Ｘｎ＋１恰好为１，此时，甲口袋装有１个黑球和２个白球，则重

复ｎ次这样的操作时，甲口袋中黑球的个数Ｘｎ为０，１或２，

包含以下三个互斥事件，即

①当Ｘｎ＝２时，此时，甲口袋装有２个黑球和１个白

球，乙口袋装有３个白球，进行一次操作（甲给乙一个黑球，

同时，乙给甲一个白球）后Ｘｎ＋１＝１，即甲口袋装有１个黑球

和２个白球，乙口袋也装有１个黑球和２个白球，（交换过

程的图略），因此，这种情形发生的概率为Ｃ
１
２

Ｃ１３
·Ｃ

１
３

Ｃ１３
·ｐｎ；

②当Ｘｎ＝１时，此时，甲口袋装有１个黑球和２个白

球，乙口袋也装有１个黑球和２个白球，进行一次操作（甲

给乙一个白球，同时，乙给甲一个白球，或者甲给乙一个黑

球，同时，乙给甲一个黑球）后Ｘｎ＋１＝１，即甲口袋仍然装有

１个黑球和２个白球，乙口袋也装有１个黑球和２个白球，

（交 换 过 程 的 图 略），因 此，这 种 情 形 发 生 的 概 率 为

Ｃ１２
Ｃ１３
·Ｃ

１
２

Ｃ１３
＋Ｃ

１
１

Ｃ１３
·Ｃ

１
１

Ｃ（ ）１３ ·ｑｎ；

③当Ｘｎ＝０时，此时，甲口袋装３个白球，乙口袋装有

２个黑球和１个白球，进行一次操作（甲给乙一个白球，同

时，乙给甲一个黑球）后Ｘｎ＋１＝１，即甲口袋装有１个黑球和

２个白球，乙口袋也装有１个黑球和２个白球（交换过程的

图略），因此，这种情形发生的概率为Ｃ
１
３

Ｃ１３
·Ｃ

１
２

Ｃ１３
·（１－ｐｎ－ｑｎ）．

所以ｑｎ＋１＝
Ｃ１２
Ｃ１３
·Ｃ

１
３

Ｃ１３
·ｐｎ＋

Ｃ１２
Ｃ１３
·Ｃ

１
２

Ｃ１３
＋Ｃ

１
１

Ｃ１３
·Ｃ

１
１

Ｃ（ ）１３ ·ｑｎ＋

Ｃ１３
Ｃ１３
·Ｃ

１
２

Ｃ１３
·（１－ｐｎ－ｑｎ）＝－１９ｑｎ＋

２
３
，

即ｑｎ＋１＝－１９ｑｎ＋
２
３　②

，

由２×①＋②得，２ｐｎ＋１＋ｑｎ＋１＝２３ｐｎ＋
１
３ｑｎ＋

２
３
，

所以２ｐｎ＋１＋ｑｎ＋１－１＝２３ｐｎ＋
１
３ｑｎ－

１
３＝

１
３
（２ｐｎ＋

ｑｎ－１），

当ｎ＝１时，得ｐ１＝
Ｃ１１
Ｃ１３
·Ｃ

１
３

Ｃ１３
＝１３

，ｑ１＝
Ｃ１２
Ｃ１３
·Ｃ

１
３

Ｃ１３
＝２３

，故

２ｐ１＋ｑ１－１＝１３
，

所以｛２ｐｎ＋ｑｎ－１｝是首项为１３
，公比为１

３
的等比数列，

故Ｂ正确；

由２ｐｎ＋ｑｎ－１＝（ ）１３
ｎ
，得２ｐｎ＋ｑｎ＝１＋（ ）１３

ｎ
，

由②知，得ｑｎ＋１－３５＝－
１
９ ｑｎ－（ ）３５ ，

又ｑ１＝２３
，故ｑｎ＝１１５ －（ ）１９

ｎ－１

＋３５
，

所以ｐｎ＝１２＋
１
２×（ ）１３

ｎ

－１２ｑｎ＝
１
２＋

１
２×（ ）１３

ｎ

－

１
２

１
１５ －（ ）１９

ｎ－１

＋［ ］３５ ＝３１０ －（ ）１９
ｎ

＋ １２ （ ）１３
ｎ

＋ １５
，

故选项Ｄ错误；

Ｘｎ的概率分布为

Ｘｎ ０　 １　 ２

Ｐ　 １－ｐｎ－ｑｎ ｑｎ ｐｎ

　　故Ｅ（Ｘｎ）＝１×ｑｎ＋２×ｐｎ＝１＋（ ）１３
ｎ
（ｎ∈Ｎ＊），故选

项Ｃ正确；

当ｎ＝２时，得ｐ２＝
Ｃ１１
Ｃ１３
·Ｃ

１
３

Ｃ１３
·ｐ１＋

Ｃ１２
Ｃ１３
·Ｃ

１
１

Ｃ１３
·ｑ１＝７２７

，

ｑ２＝
Ｃ１２
Ｃ１３
·Ｃ

１
３

Ｃ１３
·ｐ１＋

Ｃ１２
Ｃ１３
·Ｃ

１
２

Ｃ１３
＋Ｃ

１
１

Ｃ１３
·Ｃ

１
１

Ｃ（ ）１３ ·ｑ１＋
Ｃ１３
Ｃ１３
·

Ｃ１２
Ｃ１３
·（１－ｐ１－ｑ１）＝１６２７

，故选项Ａ错误．故选ＢＣ．

【评注】四个选项的形式多样，考查了概率和数列的重

要知识点，达到了交汇考查的目的．从选项中可以猜想ｐｎ与

ｑｎ之间存在一定的联系．如何厘清它们之间的关联，就要分

析从第（ｎ－１）次操作到第ｎ次操作会产生怎样的变化．为

了将抽象的问题具体化，更易于学生理解，把从第（ｎ－１）次

的操作到第ｎ次的操作过程采取思维导图的形式呈现，即

采取先一般化再研究特殊化的问题探究方式．也可以从特

殊化入手，寻找概率变化的规律，进而猜想ｐｎ与ｑｎ的一般化

形式，再结合概率的知识求解．另外，学生还要熟练掌握具

有递推关系ａｎ＋１＝ｑａｎ＋ｐ（其中ｐ，ｑ为常数，ｐｑ≠０，ｑ≠１）

的数列的通项的求法，再结合数列的知识求解．
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２．爬行问题

【例２】设一个正三棱柱ＡＢＣ－Ａ１Ｂ１Ｃ１，如图，每条棱长

都相等，一只蚂蚁从上底面ＡＢＣ的某顶点出发，每次只沿

着棱爬行并爬到另一个顶点，算一次爬行．若它选择三个方

向爬行的概率相等，当蚂蚁爬行ｎ次，仍然在上底面的概率

记为Ｐｎ，则下列选项正确的是 （　　）

Ａ．Ｐ１＝２３　　　　　　Ｂ．Ｐ２＞Ｐ１

Ｃ．Ｐｎ＝１３Ｐｎ－１＋
１
３ Ｄ．∑

ｎ

ｉ＝１

１
４Ｐｉ－１＞

ｎ２
ｎ＋１

【解析】若蚂蚁爬行ｎ次时，仍然在上底面的概率记为

Ｐｎ，则蚂蚁爬行（ｎ－１）次时，仍然在上底面的概率记为

Ｐｎ－１．Ｐｎ的大小决定于以下两个互斥事件，即

（１）若上一步在上底面，再走一步要想不掉下去，只有

两条路，其概率为２
３Ｐｎ－１

（ｎ≥２）；

（２）若上一步在下底面，则第（ｎ－１）步不在上底面的概率

为１－Ｐｎ－１（ｎ≥２），若想爬上来，则概率为１３
（１－Ｐｎ－１）（ｎ≥２）．

因为两个事件是互斥的，所以Ｐｎ＝２３Ｐｎ－１＋
１
３
（１－Ｐｎ－１），

即Ｐｎ＝１３Ｐｎ－１＋
１
３
，

所以Ｐｎ－１２＝
１
３ Ｐｎ－１－（ ）１２ ，所以数列 Ｐｎ－｛ ｝１２ 是

以１
３
为公比的等比数列，

又因为Ｐ１＝ ２３
，所以 Ｐｎ＝ １２

· （ ）１３
ｎ

＋ １２
，Ｐ２＝

５
９＜

２
３＝Ｐ１．

故选项Ａ，Ｃ正确，选项Ｂ错误．

对于Ｄ选项，用数学归纳法证明如下：

①当ｎ＝１时，左式＝ １

４×２３－１
＝３５

，右式＝１２
，因为

３
５＞

１
２
，所以不等式成立；

当ｎ＝２时，左式＝ １

４×２３－１
＋ １

４×５９－１
＝７８５５

，右式＝

４
３
，因为７８

５５＞
４
３
，所以不等式成立；

②假设ｎ＝ｋ（ｋ≥２）时，不等式成立，即∑
ｋ

ｉ＝１

１
４Ｐｉ－１＞

ｋ２
ｋ＋１

，则ｎ＝ｋ＋１时，左式＝∑
ｋ

ｉ＝１

１
４Ｐｉ－１＋

１
４Ｐｋ＋１－１＞

ｋ２
ｋ＋１＋

１

４ １
２＋

１
２×

１
３ｋ（ ）＋１ －１

＝ ｋ２
ｋ＋１＋

３ｋ＋１

３ｋ＋１＋２．
要 证 ｋ２

ｋ＋１＋

３ｋ＋１

３ｋ＋１＋２≥
（ｋ＋１）２
ｋ＋２

，只需证 ３ｋ＋１

３ｋ＋１＋２≥
（ｋ＋１）２
ｋ＋２ － ｋ

２

ｋ＋１
，即证

３ｋ＋１

３ｋ＋１＋２≥
ｋ２＋３ｋ＋１
ｋ２＋３ｋ＋２

，即证 ２
３ｋ＋１≤

１
ｋ２＋３ｋ＋１

，即证３ｋ＋１≥

２ｋ２＋６ｋ＋２，因为ｋ≥２，所以３ｋ＋１＝３（１＋２）ｋ≥３（１＋２ｋ＋

４Ｃ２ｋ）＝６ｋ２＋３＝２ｋ２＋６ｋ＋２＋２ｋ（２ｋ－３）＋１＞２ｋ２＋６ｋ＋２，

所以 ｋ
２

ｋ＋１＋
３ｋ＋１

３ｋ＋１＋２≥
（ｋ＋１）２
ｋ＋２

，即ｎ＝ｋ＋１时，不等式也

成立．

根据①和②可知，对任何ｎ∈Ｎ＊，不等式∑
ｎ

ｉ＝１

１
４Ｐｉ－１＞

ｎ２
ｎ＋１
均成立．故选项Ｄ正确．

故选ＡＣＤ．

【评注】例２以立体几何作为背景，与例１相比四个选

项的考查形式较为单一．求解Ｐｎ仍然是本题最核心的问

题，关键是要理解爬行的规则，弄清楚Ｐｎ与Ｐｎ－１之间的关

联，分析方法和求解策略同例１．对于选项 Ｄ，∑
ｎ

ｉ＝１

１
４Ｐｉ－１＝

∑
ｎ

ｉ＝１

１

２×１３ｉ＋１
与 ｎ

２

ｎ＋１
的大小比较难度较大，可以采取先猜后

证的方式处理，再利用数学归纳法证明．

３．总结

通过以上两个例题的分析，探索Ｐｎ与它前几项的递推

关系是求解这类问题的关键．首先，理解题意，弄清楚相邻事

件间发生的关联，利用分类讨论思想和思维导图探寻两项

或三项的递推关系；其次，利用条件概率和互斥事件等概

念，正确建立递推关系；最后，利用数列的相关知识对递推

关系进行求解．

（作者单位：江苏省南京市金陵中学）


