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摘 要: 数列极限是一个重要的概念 ． 极限是绕过用一个数除以 0 的麻烦而引入了一个过

程任意小量，从而提高解题正确率 ． 本文分别介绍三种常见的解题思路，结合具体例题讨论如

何解决数列极限的问题，以便于同学们学习和熟悉掌握这类问题，也有助于同学们更透彻地

理解数列极限问题 ．
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数列极限是高考中常考的一类问题，考查的形

式多种多样，并且十分灵活． 数列极限的求解的基本

方法有: 利用无穷小数列求数列极限、利用定积分定

义求数列极限、单调有界定理求数列极限等，下面，

文章将对此作出详细分析．

1 利用无穷小数列求数列极限

在一些复杂求极限问题中，直接利用定义来求

十分困难，而且求计算量也会非常大，还不一定能求

出结果． 利用无穷小数列求极限是利用无穷小数列

进行“变量”替换再求数列极限的灵活应用． 若数列

a{ }n 收敛，且 lim
n→∞

an = 0，则称数列 a{ }n 为无穷小数

列． 数列 a{ }n 收敛于的充要条件是数列 xn －{ }a 为无

穷小数列． 根据上述，若 lim
n→∞

xn = a，则 xn 可作“变量”

替换: 令 xn = a + an 其中 a{ }n 是一无穷小数列，又根

据上述无穷小数列的定义可知［1］:

( 1 ) 若 数 列 a{ }n 为 无 穷 小 数 列，则 数 列

a{ }n 也为无穷小数列，反之亦成立．

( 2 ) 若 数 列 a{ }n 为 无 穷 小 数 列，则 数 列

( a1 + a2 +…… + an ){ }/n 也为无穷小数列． 解答这

类问题，解题思路一般为:

①根据题中已知条件，进行“变量”替换;

②根据定理运算出其极限值即可求出所求数列

极限．

例 1 设 lim
n→∞

xn = a，求极限 lim
n→∞

x1 + x2 +… + xn
n

剖析 首先根据题中已知条件由 lim
n→∞

xn = a 作

“变量”替换，再令 xn = a + an，最后根据无穷小数列

以及定理( 2) 运算出其极限值即可求出所求数列极

限 lim
n→∞

x1 + x2 +…… + xn
n

解析 由 lim
n→∞

xn = a 作“变量”替换，

令 xn = a + an，其中 a{ }n 为无穷小数列，再根据
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定理( 2) 可知:

lim
n→∞

x1 + x2 +… + xn
n

= lim
n→∞

( a + a1 ) + ( a + a2 ) + ． ． ． + ( a + an )
n

= lim
n→∞

na + ( a1 + a2 +… + an )
n

= a + lim
n→∞

( a1 + a2 +… + an )
n

= a + 0

∴ lim
n→∞

x1 + x2 +… + xn
n = a

例 2 设 lim
n→∞

( xn － xn － 1 ) = a，求极限 lim
n→∞

xn
n

剖析 首 先 根 据 题 中 已 知 条 件 由 lim
n→∞

( xn －

xn － 1 ) = a，作“变量”替换，再令: xn － xn － 1 = a + αn － 1，

最后根据无穷小数列以及定理( 2) 运算出其极限值

即可求出所求数列极限 lim
n→∞

xn
n

解析 由lim
n→∞

( xn － xn －1 ) = a，作“变量”替换，令:

xn － xn －1 = a +αn －1，其中 α{ }n 为无穷小数列，则有:

x2 － x1 = a + α1，x3 － x2 = a + α2，…xn － xn － 1 = a

+ αn － 1，

从而 xn = ( n － 1) a + ( α1 + α2 +… + αn － 1 ) + x1
再根据定理( 2) 得:

lim
n→∞

xn
n = lim

n→∞

( n －1) a + ( α1 +α2 +… +αn －1) + x1
n

= lim
n→∞

( n －1) a
n + lim

n→∞

α1 +α2 +… +αn －1

n + lim
n→∞

x1
n

= a + 0 + 0 = a

∴ lim
n→∞

xn
n = a

2 利用定积分定义求数列极限

利用定积 分 定 义 求 数 列 极 限 是 若 有 数 列 是

某个可积函数特殊的一列积分和，那么计算此数

列的极限可以转化为计算定积分，通过计算出定

积分即可求出数列极限，这样可以避免繁琐凑配

技巧，简化解答步骤 ． 解答这类问题，解题思路一

般为:

( 1) 将数列化成特殊形式的积分和;

( 2) 找被积函数 f( x) 积分的下限以及上限;

( 3) 将 lim
n→∞

an 写出定积分，计算即可得出所求数

列极限．

例 3 求 lim
n→∞

［
1

n( n +1■ )
+ 1

n( n +2■ )
+ … +

1
n( n +3n■ )

］的值．

剖析 首先将 an 化为特殊形式的积分和，令

i
n = x，再找出被积函数 f( x) 积分的下限以及上

限最后将 lim
n→∞

an 写出定积分并计算即可得出所求

数列极限 ．
解析 将 an 化为特殊形式的积分和:

an =［
1

n( n + 1■ )
+ 1

n( n + 2■ )
+ 1

n( n + 3■ )

+… + 1
n( n + 3n■ )

］

= 1
n［

1
( n + 1)

■ n

+ 1
( n + 2)

■ n

+ 1
( n + 3)

■ n

+… + 1
( n + 3n)

■ n

］

= 1
n ［

1

1 + 1
■n

+ 1

1 + 2
■ n

+ 1

1 + 3
■ n

+ … +

1

1 +3n■ n

］

=∑
3n

i = 1

1

1 + i
■ n

· 1
n

=∑
3n

i = 1
f i( )n ·

1
n

其中 f i( )n = 1

1 + i
■ n

找被积函数 f( x) 积分的下限以及上限，

令
i
n = x，则被积函数 f( x) = 1

1 +■ x
，
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函数 f( x) 积分的下限:

积分下限: a = lim
n→∞

1
n = 0( 此 k = 1) ，

积分上限: b = lim
n→∞

3n
n = 3( 此 m = 3n) ，

将 lim
n→∞

an 写出定积分，并计算得所求极限:

lim
n→∞

=［
1

n( n + 1■ )
+ 1

n( n + 2■ )
+ 1

n( n + 3■ )

+…… + 1
n( n + 3n■ )

］

= lim
n→∞
∑
3n

i = 1

1

1 + i
■ n

· 1
n

= ∫ 30
1
1 +■ x

dx

=［2 1 +■ x］
3
0

= 2

3 单调有界定理

单调有界数列的基本理论是若数列 a{ }n 的所

有项全部满足下面不等式 an≤an + 1 ( an≥an + 1 ) ，

则称该数列为递增( 递减) 数列，递增数列和递减

数列称为单调数 列［2］． 在 实 数 系 中，有 界 的 单 调

数列必有极限 ． 利用单调有界定理是在求数列极

限时，先证明极限存在，证明极限存在后，再求极

限，此时关 键 在 于 证 明 数 列 的 单 调 性 与 有 界 性 ．

解答这类问题，解题思路一般为: ( 1 ) 先证明数列

极限存在; ( 2 ) 再证明出数列极限存在后运算即

可得出数列极限 ．

例 4 数列 xn = a + a +…■■■ a ( n 个根式，a

＞ 0，n = 1，2，…) ，求 lim
n→∞

xn

剖析 先假设 xn = a + xn■ － 1 ，用数学归纳法可

得 xn + 1 ＞ xn，根据两式可证明 x{ }n 单调递增有上界，

从而 lim
n→∞

xn = l 存在，对 xn = a + xn■ － 1 两边取极限计

算即可得出所求数列 lim
n→∞

xn 的值．

解析 由假设可知:

xn = a + xn■ － 1 ①

用数学归纳法易证:

xn + 1 ＞ xn，k∈N ②

即可证数列 x{ }n 单调递增，

用数学归纳法可证:

xn + 1 ＞ xn，

事实上:

0 ＜xn +1 ＜ a +x■ n ＜ a + a■ +1 ＜ ( a +1)■■■ 2

=■a + 1

由①②证:

数列 x{ }n 单调递增有上界，从而 lim
n→∞

xn = l 存在，

对①两边取极限得:

l = a +■ l，解得:

l = 1 + 1 + 4■ a
2 和 l = 1 － 1 + 4■ a

2 ( 舍去)

∴ lim
n→∞

xn =
1 + 1 + 4■ a

2

求数列极 限 问 题 作 为 高 中 数 学 常 考 的 一 类

问题，考查 数 列 极 限 的 问 题 都 十 分 灵 活，文 中 所

述的这三种不同思路求解数列极限问题，给同学

们提供了运用利用无穷小数列求数列极限、利用

定积分定义求数列极限、单调有界定理这三种具

体的解题思路和应用步骤 ． 不同思路对应解题方

式各不相同，有助于同学们快速采取正确合理的

思路解答 这 一 类 问 题 ． 通 过 对 上 述 例 题 的 分 析，

希望同学们在学习过程中应针对不同的问题，灵

活解答，以此提高解题的效率［3］．
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