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一道收敛数列均值极限问题的探究式教学

杨金戈
(南昌工程学院 理学院,江西 南昌 330099)

摘 要 基于波利亚的阶段序进原理,本文给出全国大学生数学竞赛中的一道收敛数列均值极限问题的教学设计

方案.该方案分为解题思路讲授与问题拓展教学两个部分.在第一部分中,举出一些具体实例使学生对问题形成

直观感受,并引出初步的解题思路,进而通过归纳法引导学生写出一般的解题步骤,以培养学生良好的解题习惯;

在第二部分,从原问题出发,不断延伸,最终拓展至依概率收敛的随机变量序列的期望极限问题,以强化学生对证

明思想及问题本质的理解与掌握能力,并提升学生综合运用知识能力.
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Abstract BasedonPolyasprincipleofstagesequenceprogression,thispaperpresentsateachingdesign
schemefortheproblemofthemeanlimitofaconvergentsequenceintheNationalMathematicsCompeti-
tionforcollegestudents.Theschemeisdividedintotwoparts:theteachingofproblem-solvingideasand
theteachingofproblemexpansion.Inthefirstpart,someconcreteexamplesarecitedtomakestudents
formintuitivefeelingstotheproblem,andleadtothepreliminarysolutionideas,andthenthroughinduc-
tiontoguidestudentstowritethegeneralsolutionsteps,inordertocultivatestudentsgoodproblem-sol-
vinghabits.Inthesecondpart,startingfromtheoriginalproblem,itisextendedcontinuouslyandfinally
extendedtotheexpectationlimitproblemofasequenceofrandomvariablesconverginginprobability.
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0 引言

人们对某一知识的学习过程总是遵从从特殊到

一般的规律.波利亚依此规律提出阶段序进原

理[1],即将学习过程分为探索阶段、形式化阶段和

同化阶段.探索阶段为认识一些具体实例,形成直

观感受;形式化阶段引入定义、证明等,形成较抽象

的知识体系;同化阶段,将具有共同属性的实例归

到知识体系中,以便做出更一般的推广与延伸.本

文以第三届全国大学生数学竞赛预赛(非数学类)中
的一道考查数列极限的试题为例,探讨阶段序进原

理在教学中的应用与实践.
原试题 设{an}为数列,a,λ为有限数,求证:
(1)如果lim

n→∞
an=a,则

lim
n→∞

a1+a2+…+an

n =a;

(2)如果存在正整数p,使得

lim
n→∞
(an+p-an)=λ,
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则

lim
n→∞

an

n=
λ
p.

1 关于原试题解题思路的教学设计

1.1 第(1)问的教学设计

首先举几个例子,如an=1,an=(1/2)n 等,来

验证第一问的正确性,进而使学生形成对此结论的

直观感受,然后再以数列极限的严格定义[2]给出证

明.证明方法是规范的,为保证本文的完整性,我们

给出证明.
第(1)问的证明 因为lim

n→∞
an=a,所以对任意正

数ε,存在正整数N,当n>N 时,恒有|an-a|<ε.于
是,存在正数M,使得对任意自然数n,均有

|an|≤M.
为表述方便,记

An =∑
n

k=1
|ak-a|/n.

则当n>N 时,有

An =|a1+a2+…+an

n -a|

≤ 1n∑
N

k=1
ak-a|+1n∑

n

k=N+1
ak-a|

≤2NM
n +

(n-N)ε
n .

故当n>max{2NM
ε
,N}时,有

a1+a2+…+an

n -a <2ε,

结论得证.
注1 上述证明采用了数列极限的ε-N 定义.

在证明过程中,综合使用了收敛数列的定义、有界性

及绝对值不等式.将An 划分为两部分来估计,其中

一部分为数列的前N 项的和,另外一部分为数列的

后n-N 项的和,分别利用数列的有界性及收敛数

列定义来作估计.

1.2 第(2)问的教学设计

下面来谈第(2)问的证明,依旧采取从特殊到一

般的讲解方法.
先考虑最简单的p=1的情况,已知条件变为

lim
n→∞
(an+1-an)=λ.粗略地看,可认为an 近似于一个公

差为λ的等差数列,从而an≈λn+a1,结论容易理解.

从解题的角度看,第(1)问的结论一定是此问的

提示.故可构造新数列bn 如下

bn=
an-an-1, 如果n≥2;

a1, 如果n=1,{
则新数列bn 满足lim

n→∞
bn =λ,且an =∑

n

k=1
bk,直接采用

第(1)问的结果可推得结论.
再来考虑p=2的情况,发现上述方法不能直

接使用,主要原因是以上述方法取得的新数列的前

n项和不等于an,故将n分为奇数和偶数来考虑,即

n=2m 和n=2m+1,其中m 为正整数.设

bm=
a2m-a2m-2, 如果m≥2;

a2, 如果m=1,{
则a2m=bm+bm-1+…+b1,采用第(1)问的结果可推

得lim
m→∞

a2m/m=λ.类似的方法可得lim
m→∞

a2m+1/m=λ.从

而结论得证.
由以上分析,对一般的自然数p,应将项数n按

关于模p 的同余类来分类讨论.故证明过程如下.
第(2)问的证明 设n=pm+k,其中k=0,1,

…,p-1.对于固定的k,构造新数列

bm=
apm+k-ap(m-1)+k, 如果m≥2;

ap+k, 如果m=1;{
则lim

n→∞
bm=λ.由第(1)问的结论可得

lim
m→∞

apm+k

m =lim
m→∞

b1+b2+…+bm

m =λ.

从而

lim
m→∞

apm+k

pm+k=
λ
p.

因为k可取0到p-1之间的所有整数,结论得证.

2 领会思想,逐步扩展

从原试题第(1)问的证明过程看,可以看出证明

的关键在于将An 分为两项来估计,每一项的估计

实际上都使用了有界量乘以一个小量.第一项的估

计中由收敛数列的有界性可得∑
N

k=1
|ak-a|是有界

量,1/n是无穷小;第二项的估计中数列收敛推得当

n>N 时|ak-a|是一个小量,(n-N)/n是有界量.
因此,我们对原问题进行如下拓展,供学生练习,以
达到学生深度掌握证明思想的目的.前两个拓展摘

自文献[3].

拓展1 设lim
n→∞

an=a,且lim
n→∞∑

n

k=1
fk =+ ∞,

fk ≥0(k=1,2,…,n),证明:

97
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lim
n→∞

∑
n

k=1
fkak

∑
n

k=1
fk

=a.

拓展2 设lim
n→∞

an=a,fk≥0(k=1,2,…,n)满

足

lim
n→∞

fn

f1+f2+…+fn
=0.

证明:

lim
n→∞

f1an+f2an-1+…+fna1
f1+f2+…+fn

=a.

拓展3 设lim
n→∞

an =a,pn,k ≥0(n=1,2,…;

k=1,2,…,n),∑
n

k=1
pn,k =1,且对任意自然数k,有

lim
n→∞

pn,k =0.证明:

lim
n→∞∑

n

k=1
pn,kak =a.

证明 因为lim
n→∞

an=a,故对任意正数ε,存在正整

数N,当n>N 时,有|an-a|<ε.由∑
n

k=1
pn,k=1得

∑
n

k=1
pn,kak-a = ∑

n

k=1
pn,k(ak-a).

从而

∑
n

k=1
pn,kak-a ≤ ∑

N

k=1
pn,k(ak-a)

+ ∑
n

k=N
pn,k(ak-a).

由上式及收敛数列的有界性可得,存在正数M 使得

∑
n

k=1
pn,kak-a ≤2M∑

N

k=1
pn,k+ε.

由已知可得lim
n→∞∑

N

k=1
pn,k =0.故存在N1>N使

得当n>N1 时,有

∑
n

k=1
pn,kak-a ≤2ε.

结论得证.

注2 当pn,k=fk/∑
n

k=1
fk 时,拓展3即为拓展

1.当pn,k =fn+1-k/∑
n

k=1
fk 时,拓展3为拓展2.因此拓

展3是对拓展1和2的推广.

3 认识本质 高度推广

本节希望从概率的角度对原问题进行推广.首

先介绍随机变量序列依概率收敛的定义[4].

定义1 对任意正数ε,如果存在随机变量 X
使得随机变量序列 Xn{ }满足

lim
n→∞

P(|Xn-X|≥ε)=0,

则称 Xn{ }依概率收敛.
接下来,我们考虑一个收敛数列对应的离散随

机变量序列的收敛性.
引理1 设离散随机变量Xn 为{a1,a2,…,an}

对应的随机变量.如果lim
n→∞

an=a,则Xn 依概率收敛

于a.
证明 对任意ε>0,存在N>0,当n>N 时,恒

有|an-a|<ε.所以

P(|an-a|>ε)≤N
n→0

,

从而Xn依概率收敛于a.
因此,我们可以从研究对象、条件和结论三个角

度来考虑原问题的推广.从研究对象上看,原问题考

虑数列,注意到一个数列可对应一离散随机变量序

列,故我们考虑随机变量序列,包含随机变量序列和

连续变量序列,使研究对象极具一般性.从条件上

看,由引理1,收敛数列对应的离散随机变量列一定

依概率收敛,故我们考虑条件为随机变量列依概率

收敛.从结论上看,随机变量期望的概念是算术平均

值概念的推广,故考虑随机变量序列对应的期望序

列的极限.因此,我们为学生设计的拓展问题如下.
拓展4 设随机变量序列 Xn{ },Xn 依概率收

敛于a,E(X2
n)一致有界.证明:lim

n→∞
E(Xn)=a.

注3 一个发散数列对应的随机变量序列也

可能依概率收敛,如Xn={a1,a2,…,an},其中

an=
1
n
, 如果n是平方数;

1, 其它情况.
{

则Xn 依概率收敛于0.事实上,设ε∈(0,1),对任

意自然数n,总存在整数m,使得

m2≤n≤(m+1)2.
从而

P(|Xn-0|≥ε)≤m+1
n ≤m+1

m2 →0.

但是,显然可以看到 an{ }极限不存在.因此,拓展4
不仅从概率的角度推广了原问题,而且从本质上弱

化了条件.
拓展4的证明 按随机变量的类型分别讨论.

设 Xn{ }为离散随机变量序列,记Xn={xi,n,i∈Λn},
(下转第90页)
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素,同样影响着学生的学习机会[12].在后续的研究

中,可以针对这一问题,深入展开对同济七版和

Stewart八版的比较分析.

4.2.4 注重多样化的学习机会.

Stewart八版的习题数量远远超过了同济七

版,而且题目在解题步骤数、答案类型、背景设置、以
及数学认知水平四个题目特征上呈现出多样化的特

点,旨在培养学生多样化的数学能力.章节中穿插的

探索项目、应用项目、写作项目和实验项目也给学生

提供了多样的学习机会.在将来的研究中,可以就

Stewart八版中所有项目进行分类分析,从中学习如

何针对高等数学知识点设计符合学生认知水平的多

类学习项目.我国教材应该在编写中融入相关的项

目,让学生在探索项目中培养学习兴趣,在应用项目

中锻炼解决问题的能力,在写作项目中了解数学史和

数学知识生成的过程,在实验项目中体验“做中学”.
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其中Λn 为指标集.设xi,n对应的概率为pi,n,则 E
(Xn)=∑

i∈Λn

xi,npi,n,从而对任意ε>0,有

E(Xn)-a

= ∑
|xi,n-a|<ε

(xi,n -a)pi,n + ∑
|xi,n-a|≥ε

(xi,n -a)pi,n

≤ε+ ∑
|xi,n-a|≥ε

(xi,n -a)pi,n .

利用柯西 施瓦兹不等式及E(X2
n)一致有界得

∑
|xi,n-a|≥ε

(xi,n -a)pi,n ≤ (E(X2
n))

1
2(∑

|xi,n-a|≥ε
pi,n)

1
2

≤M(∑
|xi,n-a|≥ε

pi,n)
1
2.

由Xn 依概率收敛于a,故存在正整数 N,当项

数n>N 时,有

∑
|xi,n-a|≥ε

pi,n( )
1
2 <ε

M.

从而当n>N 时,E(Xn)-a <2ε.结论得证.
设 Xn{ }为连续型随机变量序列,其对应的概率

密度序列为pn(x).则

E(Xn)-a =∫
+∞

-∞
(x-a)pn(x)dx

 = ∫
|x-a|<ε

+∫
|x-a|≥ε

( )(x-a)pn(x)dx

 ≤ε+∫
|x-a|≥ε

(x-a)pn(x)dx

 ≤ε+E(X2
n))

1
2 ∫

|x-a|≥ε

(x-a)pn(x)dx( )
1
2
.

余下的证明与第一种情形类似,我们省略它.
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