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利用 同构法妙证 圆锥 曲 线 中 的
“

手 电筒
”

模型

佘功 忠

（ 湖 北 省 武 昌 实验 中 学 ， 湖 北 武 汉 ４３００６ １
）

２０２２ 年新高考 Ｉ 卷第 ２ １ 题考查了双 曲线

中 的
“

手电筒
”

模型 ． 但是许多学生苦于算法不

好而算不对． 如果采用 同构法计算 ， 那么两 问

可一并解决 ． 本文将采用 同构方法 ， 证明 双曲

线 、橢圆 、抛物线中一般
“

手电筒
”

模型的结论．

（
２〇２２ 年全 国 高考 Ｉ 卷第 ２ １ 题 ） 已 知点

４
（
２

，１
） 在双曲线

ｙ
＝１

（
ａ＞１

）

ａａ
—

１

上
， 直线 ｚ 交 Ｃ 于 Ｐ

、 两点 ，直线狀 、 和》 的斜

率之和为 〇 ．

（
１

）求
Ｚ的斜率 ； （

２
） 若＝２及 ，

求 的面积．

分析 ： 由 于点 Ｐ
、

＜？ 地位相 同 ， 可以采用 同

构的方法解决 ． 具体过程如下 ：

证明 ： 易得双曲线方程为 ： ／
＝１ ．

整理得

（

－

４ｋ
－

２ｍ
－

２
）
ｋ

＼
＋
（
４ｋ＋４

）
ｋ

ｘ
＋ ｍ

－

２ｋ
－

１
＝ ０ ．

同理

（

—

４ｋ
—

２ｍ
—

２
） 
ｋ

ｊ
＋
｛
４ｋ＋Ａ

） 
ｋ

２
＋ｍ

—

２ｋ
—

１
＝ ０

，

所以 ＆ 、 卜 是关于 ％ 的方程 （

－ 拙 －

２ｍ
－

２
）
尤

２

＋
（

４Ａ ：＋４
）
ｘ＋ｍ

－

２Ａ
－

ｌ
＝ ０的两根 ？

４－ｋ＋４

＾ ｋ
＇

＋ ｋ＾
４ｋ＋２ｍ ＋ ２

＝ 〇Ｍｎ ｋ ＝ ￣

^

即 Ｚ 的斜率为 －

１ ．

（
２

） 不妨设 卜 ＞０ 且 ｔ ａｎ ０ ＝
；ｃ

，
， 则 由 已知

得

ｔ ａｎ ／ ＰＡ Ｑ
＝

ｔａｎ （ ２

｜
＾

￣

 ） ｔ ａｎ ２０
＝
２ －

Ｊ２ ，

⑴ 设直线 狀 ：尸 幻ｈ
＿

２
）＋１

，／
＞

（ ？

＞

＇

ｉ
） ；
直线冲 ： ｙ

＝ 左
２〇

－

２
）＋１

， 由

ｒｙ
＝

ｋ
，
（
ｘ
－

２
）＋１

，

ａ ；

ｙ
ｉ

，

得 （
１
－

２ Ａ ：

ｉ ）
ａＴ

－１
－

 ）
；ｒ
－

２
（

１
－

２卜 ）

‘

２ ＝ ０
，

所以

４Ａ ：

，
（

１－２ｋ
，
）

ｘ
ｔ
＝ 

２

１
－

２ｋ
］

４Ａ ：

ｊ
＋４Ａ ：

，
—

２

１－２ｋ ：

２Ａ ：

＾
－

４ｋ
 ^

Ｊ ＼
＝

ｋ
ｘ （
ｘ

ｘ
－

２
）＋

易知直线 斜率存在 ，故设

ＰＱ
： ｊ

＝ ｋｘ＋ｍ
，

因 为点 Ｐ 在直线 上
， 所以

２ｋ
］

２ｋ
］
－

４ｋ
，
＋

１
－

２ｋ
］

４ｋ
］
＋ ４＾

ｊ
－

２

１
－

２ｋ
］

［２

解得 ｔａｎ
ｉ９
＝ ＃ 或 －

了
（ 舍去 ） ， 即 ｈ

＝ ＃ ， 结

合⑴ 知 ， 由 卜
＝ － 及

知
ｄ

—

５

）

．

所以直线 尸 ＜

？ ： ７
＝ ＿

尤 ＋

了
且 尸 ＜？ 丨

＝

了
，
又

因 为点 ４ 到直线距离 ＾
二 ， 所以 ＡＲ４ （？ 的面

３ｊ２

将结论推广至过双曲线上任意一定点

作两条斜率之和 （ 之积 ） 为定值的直线分别交

双曲线于 Ｚ
３

、
＜

？ （ 异于点 ４
） 两点 ， 则直线 斜

率为定值 ， 或直线 Ｐ ＜？ 过定点 ． 这就是双曲线 中

的
“

手电筒
”

模型．
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１ 利用 同构法妙证双 曲线中的
“

手电筒
”

模型
２ ２

模型 已知双曲线 点
ａ

＊＊

〇

ｙ。 ） 为双曲线 Ｃ 上任意定点 ， 过点 ４ 作斜率为

卜 、 卜 的两直线分别交双曲线 Ｃ 于 Ｐ
、

（

？ （ 异于

点 ４
）两点 ． 则

（
１

） 当 ｈ ＋ ｈ
＝ 〇 时 ，直线作 的斜率为定

６

、 ｙ。
＃〇

） （ 当ｙ。

＝
〇

时 ，＾
不存在 ） ；

ａ
ｙ〇

（
２

） 当 卜 ＋Ａ
２
＝ ☆ ＃ ０

） 时 ，直线 恒过

定点
（

丨
〇

２ｙ〇

ｙ〇
＋

２＾
〇ｂ

２

（
３

） 当 左
】

？

Ａ ；

２

ｂ

２

时 ，直线 Ｐ ＜

？ 的斜率为

定值
７〇

尤
０

ｂ

２

、

（
４

） 当 卜
？

Ａ
２
＝

ＡＡ时 ，直线 Ｐ （？

恒过定点
Ａ ａ

２－
ｂ

２

Ａ ａ
２

＋６
２
ｒ〇

证明 ： 设直线 ＝

幻 （
尤

－

尤
〇 ）＋

ｙ〇 ，

尸
（ ？ ， ｙ ｉ

） ；直线＝ 友
２ （

尤
－

％ ）＋ ｙ〇
．

Ｉ

ｙ
＝

ｋ
ｘ
｛
ｘ

－

ｘ
Ｑ ）＋ｊ０ ，

％Ｊ

２

＿ ｉ得

ｎ
＝

，

（

－

ａ
２

Ａ ：

ｉ＋ｂ
２

）
ｘ

２－２ａ
１

ｋ
ｌ
（ ｙ０

－

ｆｃ
，

Ａ ：

０ ）
ｊｃ＋

？
２

［（ ｒ〇
－

＾
ｉ

＾
〇 ）

２

＋ｆ＞

２

］
＝
ｏ

，

所以

２ａ％ （ ｙＱ
＿

ｋ
＇

ｘ
。 ）

—

ａ
２

ｋ
＼
＋ｉ

２

ｌａ＾ｋ＾ Ｑ
－

ａ
２

ｋ
＼
ｘ

０
－

－

ａ
２

ｋ
＼
＋ｂ

２

Ｘ
〇

ｘ
〇

所以

７ ｉ
＝

ｆｃ
ｔ
（
ｘ

ｌ
￣

ｘ
０ ）＋ｙ０

ａ
２

ｋ
＼ｙ０

—

２ｂｘ
０
ｋ

ｘ
＋ｂ

２

ｙ０

＝

－

ａ
２

ｋ
］
＋ｂ

２
？

（ Ｉ） 当直线 垂直于 ｘ 轴时 ，具体情况

具体分析 ，省略 ；

（ ｎ ） 当直线叩 不垂直于 ｘ 轴时 ，设 ｐ ＜？ ：

ｙ
＝

ｋｘ＋ｍ．

因为点 Ｐ 在直线 上 ，所以 ｈ＋ ｍ
，

即

ａ
２

ｋ
］ｙ０

－

ｌ ｂ
２

ｘ
０
ｋ

｝
＋ｂ

２

ｙ０

＝ ｋ

—

ａ
￣

ｋ
＼
＋ｂ

２

２ａ
２

ｋ
ｘ ｙＱ

—

ａ
２

ｋ
］
ｘ

０
—

ｂ
２

ｘ
０

—

ａ
２

ｋ
＼
＋ｂ

２

＋ｍ
，

整理得

（
ｋａ

２

ｘ
０＋ｍａ

２

＋ａ
２

ｙ０ ）
ｋ

＼
－

（
２ａ

２

ｋｙ０＋

２ｂ
２

ｘ
０ ）

ｋ
ｌ
－

ｍｂ

２

＋ｋｂ
２

ｘ
０
＋ｂ

２

ｙ０
—

０ ．

同理

（
ｋａ

２

ｘ
０＋ｍａ

２

＋ａ
２

ｙ０ 
）
ｋ

＼
－

｛
２ａ

２

ｋｙ０＋

２ｂ
２

ｘ
０ ）

ｋ
２
￣

ｍｂ

２

＋ｋｂ
２

ｘ
０
＋ｂ

２

ｙ０
＝
０

，

所 以 ＆ 、
Ａ ：

２ 是关于 ｘ 的方程 （
＆ａ

２

ｘ
。
＋ｍ ｅｔ

２

＋

ａ
２

ｙ０ ）
ｘ

２－
（

２ａ
２

ｋｙ０
＋２ｂ

２

ｘ
０ ）

ｘ
－

ｍｂ
２

＋ｋｂ
２

ｘ
０
＋

６、 ＝
〇 的两根． 于是 ，

ｋ
ｙ＋

２ａ
２

ｋｙ０
＋２ｂ

２

ｘ
Ｑ

ｋａ
２

ｘ
Ｑ
＋ｍａ

２

＋ａ
２

ｙ〇

－

ｍｂ
２

＋ｋｂ
２

ｘ
０
＋ｂ

２

ｙ０

ｋａ
２

ｘ
Ｑ
＋ｍａ

２

＋ａ
２

ｙ０

Ａ ．

（
１

） 当 ｔ
＝
０ 时 ，

左

ｂ
２

ｘ
０

２
＇

ａ
ｙ〇

（
２

） 当￡ ＃ ０时 ，

ｍ

２ｋ７〇．

 一

ｙ〇
＋

２ｂ

２

ｘ
Ｑ ｉ

—

； ， 此时直线 ＝
＾＋ 饥 ＝ 灸 ｘ

－

尤
〇
＋

ａ ｔ ＼

￥ ）

＿

＾＋

２

？
．

￥
， 恒过定点

（

％

２ｘ
〇ｂ

２

＼

１ ＋

７
．

７ ）

；

２ｒ〇

（
３

） 当Ａ
＝ － ■

＾ 时
ａＸ

Ｑ

７ ２

 ＾
２
一

ｖ

＾

２

（
４

） 当ＡＺ


７时 ，
ｍ＝

—

＾
ｘ
０
ｋ＋

ａ ｏ＋Ａ ａ

（
ｂ

２－
Ａ ａ

２

） ｙ〇

ｂ

２

＋Ａ ａ
２

丨工 。

） ＾ｙ。 ，所以直线 恒过定

Ａ ａ
２－

ｂ

２

Ａ ａ
２－

６

２

 ＼

Ａ ａ
２

＋ ６
’ 。 ，

＿

Ａ ａ
２

＋ ６
２
ｒ〇

Ｊ

＇

椭圆与双曲线方程极其相似 ， 因此可以将

双曲线中的
“

手电筒
”

模型推广到椭圆 中 ，具体

， 所以直线 乃？ ： ｙ

＝ ＊％＋ 肌 ＝ ＆

（

尤
－
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地 ， 只需将
“

６

２ ”

替换为
“
＿

６

２ ”

， 即可得到椭圆 中

的
“

手电筒
”

模型 ．

２ 利用 同构法妙证椭圆 中 的
“

手电筒
”

模型
２ ２

模型 已知椭圆 Ｃ
：５

＋ 兴
＝

１
， 点 ４〇 。 ，

ａ〇

ｙ。 ） 为椭圆 Ｃ 上任意定点 ， 过点 ４ 作斜率为 、

岣 的两直线分别交椭圆 Ｃ 于 ／
＞

、
＜

？ （ 异于点 ４
）

两点 ． 则

（
１

） 当 ＆＋ 卜
＝ ０ 时 ，直线叩 的斜率为定

值 ＃〇 ） （ 当 ｙＱ
＝
〇 时 ，ｂ 不存在 ） ；

？
ｙ〇

（
２

） 当 卜 ＋ ｈ
＝

ｔ
（

＊ ＃ ０
） 时 ，直线 恒过

＾ｊ＾ ｌ２
ｙ０２＊

０办

２

、

疋点
ｈ

＿ ￣

ｒ
， ；

（
３

） 当 幻 ４ ２

＝
？

＾ 时 ，直线 的斜率为定
ａ

值士 ；

（
４

） 当
Ａ ：

！
？

Ａ
２
＝

ＡＡ＃ 时 ，直线 恒

过定点
（

Ａ ａ
２

＋ｂ
２

＼ ａ
２

＋ｂ
２

 ＼

＿

Ａ 
ａ

２－
ｂ

ｉ
ｙ〇

）
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证明 ： 同双曲线证明 ，此处省略 ．

该结论在 ２０ １ ７ 年全国 Ｉ 卷理科第 ２０ 题中

考查过 ． 具体题 目及解答过程如下 ：

（
２〇Ｈ 年高考全国 Ｉ 卷理科第 ２０ 题 ） 已知
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中恰有三

点在椭圆 Ｃ 上 ．

３ 利用 同构法妙证抛物线 中 的
“

手电筒
”

模型

模型 已知抛物线 Ｃ
： ｙ

２

＝＞０
） ， 点

４
Ｕ 。 ， ｙ。 ） 为抛物线 Ｃ 上任意定点 ，过点 ４ 作斜

率为 ｈ ｈ 的两直线分别交抛物线 Ｃ 于 Ｐ
、

＜

？

（ 异于点 ４
） 两点 ． 则

（
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） 当 ｈｈ
＝

〇 时 ，直线叩 的斜率为定
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证 明 ： 设直线－
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（ Ｉ） 当直线 垂直于 Ａ ： 轴时 ，具体情况

具体分析 ， 省略 ；

（ ｎ ） 当直线 叩 不垂直于 ｘ 轴时 ，设 叩 ：

ｙ

－

ｋｘ＋ｍ ，

因为点 Ｐ 在直线 Ｐ ＜

？ 上 ， 所以 ｈ＋ ｍ
，

（
１

） 求 Ｃ 的方程 ；

（
２

） 设直线 Ｚ 不经过点 Ｐ
２
且与 Ｃ 相交于

夂 ５ 两点 ． 若直线 Ｐ
２
４ 与直线 Ｐ

２
Ｂ 的斜率之和

为 －

１
，
证明 ：

Ｚ 过定点 ．
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（
２

） 利用椭圆 中 的
“

手 电筒
”

模型 的结论

知 ： 直线 Ｚ 过定点 （
２

，
－

１
）

．

圆锥曲线的性质相近 ， 因此可 以将结论进
一步推广至抛物线中 ． 具体结论稍有变化．

同理
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所以 ｈ ｈ 是关于 Ａ ； 的方程 （
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。
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指 向数学学科核心素养的解题探究

邵宏宏

（ 上海 市 浦东教育发展研 究 院 ，
上海 ２００ １ ２７

）

１ 引 言

《普通高 中数学课程标准 （
２０ １ ７ 年版 ） 》指

出数学学科核心素养是在数学学 习 和应用 的

过程 中逐步形成和发展 的 ， 主要包括 ： 数学抽

象 、逻辑推理 、数学建模 、直观想象 、数学运算 、

数据分析． 对于 中学生 ， 解题是当前阶段学 习

数学必不可少的活动 ， 也是当前高考最主要的

检测方式 ． 中 学生在解题活 动 中获得基础知

识 、基本技能 ，感悟基本数学思想 ， 积累基本活

动经验 ， 提升思维能力 ． 教师通过将问题表征

与核心素养关联的方式 ， 在解题教学 中发展学

生的核心素养 ．

２ 数学学科核心素养与 问题表征

数学学科核心素养的六个方面是数学课

程 目标的集中体现 ， 是在数学学 习 和应用 的过

程中逐步形成和发展的 ． 问题表征指形成问题

空间 ， 包括 明 确 问题的初始状态 、 目 标状态及

允许的操作
［

１
］

． 问题表征形式上可 以 分成两

种 ：

一种是外在表征 ， 即将 问题以文字 、数式 、

图表 、模型和实验等具体的形式表示 出来 ； 另

一种是 内在表征 ， 即 问题在人脑 中 的思考 ． 两

者相互关联 ， 内在表征是外在表征 的基础 ，
夕卜

在表征是内在表征的具体化和外显化
［
２

］

． 在问

题解决 中 ， 表征问题是解决问题的前提条件 ，

解题者若要理解某个数学结构 ， 就必须在这个

数学结构与一个更易理解 的数学结构之间建

立一个映射 ， 而表征就是这个映射过程
［
３

］

． 问

题表征水平的高低是解题者核心素养水平高

低的一种外部呈现 ． 下文通过一个具体问题的

不同探究阶段 ，研究解题者的表征状态及相关

的数学学科核心素养水平 ， 帮助教师在解题教

学活动 中更好地发展学生的学科核心素养 ．

２ ． １问题

若关于 的方程 Ｕ
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实数范围 内存在有限个解 ，那么方程最多有多
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－
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所以直线Ｗ ｌ

■

旦过定点卜 。

－

ｆ
，

＿

ｙ。
）

？

（
１

） 当 《＝ｏ 时 ，

Ａ ：

＝ － 义
；

Ｊｏ

２ｋｙｎ
＋２ｐ

（
２

） 当时 ，
ｍ ＝  ｋｘ

０

－

ｙ〇

＝

－

％
卜

＋

￥

－

７。 ， 此时直线 叩 ：
；Ｔ
＝ 心 ＋

ｍ
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％
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＋
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＿
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， 恒 过 定

占 （

２ｙ〇＾Ｐ ＼

，
－

ｒ〇
＋

ｙ
）

；

另证思路 ： 鉴于抛物线的特殊性 ， 此题在

涉及具体数据求解时 ， 可 以先通过点差法得到

斜率 ， 再利用斜率关系得到点 ｐ
、 ０ 坐标的关

系 ，再联立直线 与抛物线方程 ， 代入点 ｉ
３

、

Ｐ 坐标的关系 ， 得到直线方程两个未知量的定

量关系 ，从而求出直线 所过定点 ．

参考文献

［
１

］ 李文东 ． 利用同构求解圆锥 曲线 问题

［ Ｊ ］
＿中学数学研究 ，

２０２ １
（
７

） ：

２６

－

２８ ．


