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构造等差、等比数列巧解题

汪　程

(湖北省十堰市郧阳中学)

　　数列是近年高考数学必考知识点,难度中等．从
知识层面看,侧重考查等差、等比数列知识以及数列

的性质(主要是单调性、周期性);从解题能力层面看,

侧重考查学生的运算求解能力、抽象思维能力以及推

理论证能力．本文着重说明:遇到已知数列递推关系

式时,可考虑在适当变形的基础上,灵活构造等差、等
比数列,巧妙解题．

１　构造等差数列巧解题

一般地,若an＋１－an ＝d(其中n∈N∗ ,d 为常

数),或者an－an－１＝d(其中n≥２,n∈N∗ ,d 为常

数),或者２an＝an－１＋an＋１(其中n≥２,n∈N∗ ),则
数列{an}是等差数列．我们可以灵活运用该结论巧妙

构造等差数列解题．

例１　已知正项数列{an}的前n 项和为Sn,且

２Sn＝an＋
２
an

,则满足Sn≥４成立的正整数n 的最小

值为(　　)．
A．１０　　B．８　　C．６　　D．４

在２Sn＝an ＋
２
an

中,取n＝１,可得 ２S１ ＝

a１＋
２
a１

,又S１＝a１＞０,所以a１＝ ２．

因为２Sn＝an＋
２
an

,所以２Sn＋１＝an＋１＋
２

an＋１
,从

而结合an＋１＝Sn＋１－Sn,可得

２Sn＋１＝Sn＋１－Sn＋
２

Sn＋１－Sn
,

化简整理得S２
n＋１－S２

n＝２．据此可知数列{S２
n}是等差

数列,且首项为S２
１＝a２

１＝２、公差为２．于是,可得S２
n＝

２＋２(n－１)＝２n,又Sn＞０,所以Sn＝ ２n．因此,不

等式Sn≥４成立,即 ２n≥４成立,化简得n≥８,所以

满足Sn≥４成立的正整数n 的最小值为８,故选B．
遇到数列中“项”与“和”之间的递推关系式,

可借助an＋１＝Sn＋１－Sn(n∈N∗ )或者an＝

Sn－Sn－１(n≥２,n∈N∗ ),将其转化为“和”与“和”之
间的递推关系式,从而构造特殊数列巧妙解题．

变式　 已知数列{an}满足a１ ＝ －
５
２

,an＋１ ＝

－
５an＋２
２an－９

,则 １
a４－１＝ ;在数列{１

an
}中,最大

项为第 项．

因为an＋１＝－
５an＋２
２an－９

,所以

１
an＋１－１＝

１

－
５an＋２
２an－９－１

＝
２an－９
－７an＋７＝

２(an－１)－７
－７(an－１)＝－

２
７＋

１
an－１

,

则 １
an＋１－１－

１
an－１＝－

２
７．故数列{ １

an－１
}是等差数

列,且首项为 １
a１－１＝

１

－
５
２－１

＝－
２
７

、公差为－
２
７．于

是,可得

１
an－１＝－

２
７＋(n－１)×(－

２
７

)＝－
２n
７

,

所以 １
a４－１＝－

８
７．

因为 １
an－１＝－

２n
７

,所以an＝１－
７
２n

,则

１
an

＝
２n

２n－７＝１＋
７

２n－７．

因此,当n∈{１,２,３}时,数列{１
an

}单调递减,且

满足１
an

＜１;当n∈{４,５,６,…}时,数列{１
an

}单调递

减,且满足１
an

＞１,故在数列{１
an

}中,最大项为第４项．

２　构造等比数列巧解题

一般地,若an＋１

an
＝q(其中n∈N∗ ,q 为非零常

１６
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数),an

an－１
＝q(其中n≥２,n∈N∗ ,q 为非零常数)或

a２
n＝an－１an＋１(其中n≥２,n∈N∗ ,且各项不为零),则

数列{an}是等比数列．我们可以灵活运用该结论巧妙

构造等比数列解题．

例２　已知数列{an}的首项a１＝１,且 an

an＋２＝

an＋１,记数列{１
an

}的前n 项和为Sn,则满足Sn ＜６０

成立的正整数n 的最大值为(　　)．
A．５　　B．６　　C．７　　D．８

因为
an

an＋２＝an＋１,所以两边取倒数变形可

得
an＋２
an

＝
１

an＋１
,所以 １

an＋１
＝

２
an

＋１,所以

１
an＋１

＋１＝
２
an

＋１＋１＝２(１
an

＋１),

又１
an

＋１≠０,所以

(１
an＋１

＋１)÷(１
an

＋１)＝２,

则数列{１
an

＋１}是等比数列,且首项为１
a１

＋１＝２、公比

为２．于是,可得１
an

＋１＝２×２n－１＝２n,所以１
an

＝２n－１．

因此,数列{１
an

}的前n 项和

Sn＝(２１－１)＋(２２－１)＋(２３－１)＋…＋
(２n－１)＝２＋２２＋２３＋…＋２n－n＝

２－２n×２
１－２ －n＝２n＋１－n－２．

从而不等式Sn＜６０成立,即２n＋１－n－６２＜０成立．当

n＝５时,不等式２n＋１－n－６２＜０成立;当n≥６时,不
等式２n＋１－n－６２＜０不成立．

综上,满足Sn＜６０成立的正整数n 的最大值为

５,故选 A．
一般 地,若 数 列 {an }的 递 推 关 系 式 为

an

an＋k＝an＋１(其中k 为非零常数),则需要

实施两边“取倒数”变形．若数列{an}的递推关系式为

an＋１＝pan＋q(其中p≠０,１,q≠０),则两边同时加上

“q
p－１

”,可 获 得 等 比 数 列 {an ＋
q

p－１
}(当 a１ ＋

q
p－１≠０时),其公比为p．本题综合性较强,涉及等比

数列的概念、通项公式以及求和公式在解题中的综合

运用,较好地考查了学生的运算求解能力和推理论证

能力．
变式　已知数列{an}的前n 项和为Sn,且有

Sn·an＝Sn－１·an＋１(n≥２,n∈N∗ ),

a１＝a２＝１．

记数列{ n
(n＋１)(n＋２)·Sn}的前n 项和为Tn,

若Tn≥
１５
２

,则正整数n 的最小值等于 ．

当n≥２时,因为Sn·an ＝Sn－１·an＋１,所以

Sn·(Sn－Sn－１)＝Sn－１·(Sn＋１－Sn),化简整

理得S２
n＝Sn－１·Sn＋１．结合a１＝a２＝１,易知Sn≠０对

任意n∈N∗ 恒成立,从而可知数列{Sn}是等比数列,

且首项为S１＝a１＝１、公比为

S２÷S１＝２÷１＝２．
于是,可得Sn＝１×２n－１＝２n－１,故

n
(n＋１)(n＋２)·Sn＝

n·２n－１

(n＋１)(n＋２)＝

２n

n＋２－
２n－１

n＋１．

因此,数列{ n
(n＋１)(n＋２)·Sn}的前n 项和为

Tn＝(２
３－

１
２

)＋(２
２

４－
２
３

)＋(２
３

５－
２２

４
)＋…＋

(２n

n＋２－
２n－１

n＋１
)＝－

１
２＋

２n

n＋２．

由Tn≥
１５
２

,可得

－
１
２＋

２n

n＋２≥
１５
２

,

化简得２n－３≥n＋２．易知当n≤５时,２n－３≥n＋２不成

立;当n≥６时,２n－３≥n＋２成立,故所求正整数n 的

最小值等于６．
当题设给出数列的递推关系式时,我们必须明确

常用的变形方式、方法,只有这样才能灵活构造等差、

等比数列,并充分利用等差、等比数列的通项公式、求
和公式去分析、解决目标问题．一言以蔽之,构造等差、

等比数列解题,对学生抽象思维能力的要求较高,有
利于较好地培养学生处理数列问题的能力,进而不断

提升数学核心素养．
(完)
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