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一道数列高考题的思考
——— 谈奇偶数列的破题策略

? 安徽省肥东县城关中学 　 王东海

　　

一、原题再现

题目 　（２０１４年新课标全国 Ⅰ 卷理科数学第１７

题）已知数列｛ａｎ｝的 前ｎ项 和 为Ｓｎ，ａ１＝１，ａｎ ≠０，

ａｎａｎ＋１＝λＳｎ－１，其中λ为常数．
（１）证明：ａｎ＋２－ａｎ＝λ．
（２）是否存在λ，使 得｛ａｎ｝为 等 差 数 列？ 并 说 明

理由．
这道高考题的第二问是 一 道 奇 偶 数 列 问 题，实 质

上是对一个数列分成两个新 的 数 列 进 行 考 查，学 生 往

往不太熟 悉，加 之 在 分 类 讨 论 时，容 易 对 新 数 列 与 原

数列的项数及公差的判定混 淆 不 清，因 此 学 生 认 为 难

度较大，纷纷选择放弃．另 外 此 题 考 查 了 分 类 讨 论、换

元思想、化简求解能力等，是一道综合题．

二、追本溯源

有的学生认为上题是一 道 能 力 拔 高 题，与 我 们 教

材无关，但 事 实 上 该 题 也 是 源 于 课 本 的，我 们 来 看 现

行高中人教版必修５第６９页６题：

已知 数 列｛ａｎ｝中，ａ１ ＝５，ａ２ ＝２，ａｎ ＝２ａｎ－１ ＋

３ａｎ－２（ｎ≥３），对于这个新数列的递推公式作一研究，

能否写出它的通项公式．
此题就是典型 的 奇 偶 数 列 问 题，它 有 五 种 解 法，

这里重点介绍前两种解法，其 中 第 一 种 解 法 就 是 上 述

高考题的来源．
解法１：由题意，ａｎ＝２ａｎ－１＋３ａｎ－２（ｎ≥３），则ａｎ

＋ａｎ－１＝３ａｎ－１＋３ａｎ－２＝３（ａｎ－１＋ａｎ－２）（ｎ≥３），又ａ１

＋ａ２＝７，所以｛ａｎ＋ａｎ－１｝是以７为首项、３为公比的等

比数列，故ａｎ＋ａｎ－１＝７×３ｎ－２，由此ａｎ－１＋ａｎ－２＝７×

３ｎ－３，上减下得，ａｎ－ａｎ－２＝１４×３ｎ－３，当ｎ＝２ｋ时，ａ２ｋ

－ａ２ｋ－２＝１４×３２ｋ－３，所以由累加法可知，ａ２ｋ ＝－
１３
４＋

２１×９ｋ－１

４
，从而当ｎ为偶数时，ａｎ ＝－

１３
４ ＋

２１×９
ｎ
２
－１

４

＝－
１３
４＋

７
４×

３ｎ－１，当ｎ＝２ｋ－１时，ａ２ｋ－１－ａ２ｋ－３＝１４

×３２ｋ－４，所以由累加法可知，ａ２ｋ－１＝
１３
４＋

７×９ｋ－１

４
，从而

当ｎ为奇数时，ａｎ＝
１３
４＋

７×９
ｎ＋１
２
－１

４ ＝
１３
４＋

７
４×

３ｎ－１，

综上，得ａｎ＝
－
１３
４＋

７
４×

３ｎ－１，ｎ为偶数，

１３
４＋

７
４×

３ｎ－１，ｎ为奇数．
烅

烄

烆
解 法２：由题意，ａｎ＝２ａｎ－１＋３ａｎ－２（ｎ≥３），则ａｎ＋

ａｎ－１＝３ａｎ－１＋３ａｎ－２＝３（ａｎ－１＋ａｎ－２）（ｎ≥３），又ａ１＋
ａ２＝７，所以｛ａｎ＋ａｎ－１｝是以７为首项、３为公比的等比

数 列，故ａｎ＋ａｎ－１＝７×３ｎ－２，用待定系数法知，ａｎ－
７
４

×３ｎ－１＝－ ａｎ－１－
７
４×

３ｎ－２（ ），故 ａｎ－
７
４×

３ｎ－１｛ ｝是

以
１３
４

为首项、－１为公比的等比数列．

所以ａｎ－
７
４ ×

３ｎ－１＝（－１）ｎ－１×
１３
４
，从 而ａｎ ＝

（－１）ｎ－１
１３
４＋

７
４×

３ｎ－１．

这道教材习 题 两 种 解 法 是 解 决 这 类 问 题 的 通 性

通法，教 材 对 奇 偶 数 列 问 题 的 解 法 考 查 的 比 较 全 面，

也是我们解决上面高 考 题 的 方 法．从 中 也 发 现 了 教 材

的重要性．

三、解法探究

下面用上面教材习题的解法１给出原题（２）的解

答：

解：（２）由题设ａ１＝１，ａｎａｎ＋１＝λＳｎ－１，可得ａ２＝

λ－１，ａ３＝λ＋１，假设｛ａｎ｝为等差数列，则ａ１＋ａ３＝
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２ａ２，解得λ＝４，由（１）知ａｎ＋２－ａｎ＝４，故数列奇数项

构成的数列是首项为１，公差为４的等差数列，即ａ２ｋ－１

＝４ｋ－３，令ｎ＝２ｋ－１，则ｋ＝
ｎ＋１
２
，所以ａｎ＝２ｎ－１，

ｎ为奇数，数列偶数项构成的数列是首 项 为３，公 差 为

４的等差数列，ａ２ｋ ＝４ｋ－１，令ｎ＝２ｋ，则ｋ＝
ｎ
２
，所以

ａｎ＝２ｎ－１，ｎ为偶数，因此存在λ＝４，使得｛ａｎ｝为等

差数列．
由此可以看出在高考复 习 时 应 回 归 教 材，多 挖 掘

教材，不能轻视教材、脱 离 教 材．我 们 既 要 对 课 本 例 题

习题举一 反 三，直 至 达 到 熟 练 的 程 度，还 要 对 课 本 例

题习题进行适当拔高训练．

四、链接高考

高考 原 题 　（２００５年 高 考 江 西 卷 文 科 数 学 第２２
题）已 知 数 列｛ａｎ｝的 前ｎ项 和Ｓｎ 满 足Ｓｎ －Ｓｎ－２＝

３－
１
２（ ）ｎ－１（ｎ≥３），且Ｓ１＝１，Ｓ２＝－３２，求数列｛ａｎ｝

的通项公式．

解 法１：由题意，Ｓｎ－Ｓｎ－２＝３× －
１
２（ ）ｎ－１，ｎ≥３，

可得ａｎ＋ａｎ－１＝３× －
１
２（ ）ｎ－１，ｎ≥３，故ａｎ＝－ａｎ－１

＋３ × －
１
２（ ）ｎ－１， 从 而 ａｎ － ６ × －

１
２（ ）ｎ ＝

－ ａｎ－１－６× －
１
２（ ）ｎ－１［ ］，即 ａｎ－６× －

１
２（ ）ｎ｛ ｝是

首项为４，公比为－１的等比数列，ｎ≥３，所以ａｎ－６×

－
１
２（ ）ｎ ＝４×（－１）ｎ－１，即ａｎ＝６× －

１
２（ ）ｎ＋４×（－

１）ｎ－１，ｎ≥３．由已知Ｓ１＝１，Ｓ２＝ －
３
２

知，ａ１＝１，ａ２＝

－
５
２

符合上式，故ａｎ＝６× －
１
２（ ）ｎ＋４×（－１）ｎ－１．

解 法２：由题意，Ｓｎ－Ｓｎ－２＝３× －
１
２（ ）ｎ－１，ｎ≥３，

由累加法知，Ｓ２ｋ、Ｓ２ｋ－１，从而ａ２ｋ ＝Ｓ２ｋ－Ｓ２ｋ－１＝－４＋

３×
１
２（ ）２ｋ－１，ｋ≥１，ａ２ｋ－１＝４－３× １

２（ ）２ｋ－３，故易得ａｎ

的通项公式．
点评：该 道 高 考 题 是 对 前 面 教 材 习 题 的 简 单 变

形，其解 法 与 教 材 习 题 的 解 法 是 一 样 的，因 此 更 加 凸

显出回归教材、研究教材的重要性．解法一用待定系数

法求解答 比 较 快 捷．解 法 二 先 求 出 奇 数 项、偶 数 项 的

和，然后相减得通项公式，也比较简单．

五、总结提高

下面给出这类题目的常 见 题 型 及 破 解 策 略，希 望

给读者一点启示．
题型一：求通项公式型

１．已知隔项递推公式求通项公式

此类奇偶数列问题，应 先 根 据 条 件 求 出ａ２ｋ、ａ２ｋ－１
的通项公式，再采用换元法合并为ａｎ 即可．

练 习１　（２０１５年高考湖南卷）设数列｛ａｎ｝的前ｎ项

和为Ｓｎ，已知ａ１＝１，ａ２＝２，且ａｎ＋２＝３Ｓｎ－Ｓｎ＋１＋３．
（１）证明：ａｎ＋２＝３ａｎ．
（２）求ａｎ．
练习２　（２０１９年 浙 江 宁 波 模 拟 考 理）数 列｛ａｎ｝

满 足ａ１＝１，ａ２＝２，ａｎ＋２＝ １＋ｃｏｓ２
ｎπ
２（ ）ａｎ＋ｓｉｎ２ｎπ２，

求数列｛ａｎ｝的通项公式．

２．已知邻项递推公式求通项公式

若题目给出的是已知邻 项 递 推 公 式，且 有 与 奇 偶

有关的条件或出现形如２ｋ－１、２ｋ、２ｋ＋１的 下 标，此

时首先 应 根 据 条 件 找 到 隔 项 递 推 公 式，然 后 求 出ａ２ｋ
和ａ２ｋ－１ 其中一个后，另外一个可直接由邻项递推公式

求出．
练习３　（２０１８年 山 东 潍 坊 七 中 月 考）数 列｛ａｎ｝

满 足ａ１＝１，ａｎ＋１＝
２ａｎ，ｎ为偶数；

２ａｎ＋１，ｎ为奇数｛ （ｎ∈Ｎ＊），求数

列｛ａｎ｝的通项公式．
练习４　（２０２０年 江 淮 名 校 高 三 联 考 题）数 列

｛ａｎ｝满足ａ１＝１，ａ２ｋ＝ａ２ｋ－１＋（－１）ｋ，ａ２ｋ＋１＝ａ２ｋ＋３ｋ，

其中ｋ＝１，２，３，…，求数列｛ａｎ｝的通项公式．

３．已知ａｎ＋１＋ａｎ＝ｄ或ａｎ＋１＋ａｎ＝ｆ（ｎ），ａｎ＋１ａｎ＝

ｄ或ａｎ＋１ａｎ＝ｆ（ｎ）求通项公式

此种题型的解题思路是由ａｎ＋２＋ａｎ＋１＝ｆ（ｎ＋１）

与 上式作差可得隔项递推公式如下ａｎ＋２－ａｎ＝ｆ（ｎ＋

１）－ｆ（ｎ）；对于后一种可由ａｎ＋２ａｎ＋１＝ｆ（ｎ＋１）与上

式作商可得隔项递推公式如下
ａｎ＋２
ａｎ
＝
ｆ（ｎ＋１）
ｆ（ｎ）

，然后

易求．
题型二：求前ｎ项和型

对于奇偶 数 列 求 和 题 型，可 采 用 奇 偶 项 分 组 求

和、相邻两项并项求和等通法去处理．（下转第４６页）
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若不存在，请说明理由．
解析：（１）把直线ｙ＝ｋｘ＋１代入双曲线方程２ｘ２

－ｙ２＝１后，加以整理，得到一个关于ｘ的一元二次方

程（ｋ２－２）ｘ２＋２ｋｘ＋２＝０．
因为直线ｌ与 双 曲 线Ｃ 的 右 支 有 两 个 不 同 的 交

点，所以

ｋ２－２≠０，

Δ＝ （２ｋ）２－８（ｋ２－２）＞０，

－
２ｋ
ｋ２－２＞

０，

２
ｋ２－２＞

０

烅

烄

烆

－２＜ｋ＜－槡２．

（２）（过程略，请读者自行完成）答案：存在这样的

实数ｋ，它的值是－
６　＋槡６
５

满足题设．

点评：在解析几 何 中，凡 是 涉 及 直 线 与 双 曲 线 右

支（或左支）相交的问题，一般均可转化为方程有不等

的两正根（或负根），再依据 根 的 分 布 理 论 列 出 有 关 含

有参数的不等式，最终求得参数的取值范围．

四、就地取材转化，函数思想引领

在某些问题中，往 往 含 有 两 个 参 数，在 已 知 其 中

一 个 参 数 的 取 值 范 围 的 前 提 下 求 另 一 个 参 数 的 取 值

范围，面 对 此 类 问 题，我 们 应 该 充 分 利 用 题 中 给 出 的

某个已知变量的范围，或由 已 知 条 件 求 出 某 个 变 量 的

范围，然 后 揭 示 两 个 参 变 量 之 间 的 关 系，最 后 利 用 函

数思想求解．
例４　 已知抛物线Ｃ：ｙ２＝４ｘ，它的焦点为Ｆ，直

线ｌ经过点Ｆ，且与抛物线Ｃ相交于Ａ，Ｂ两点．设ＦＢ→ ＝

λＡＦ→ ，且λ∈［４，９］，则直线ｌ在纵轴上截距ｍ的变化

范围是 ．
解析：由抛物线Ｃ：ｙ２＝４ｘ 知Ｆ（１，０），设Ａ（ｘ１，

ｙ１），Ｂ（ｘ２，ｙ２），由题设ＦＢ→ ＝λＡＦ→ ，得（ｘ２－１，ｙ２）＝

λ（１－ｘ１，－ｙ１），即
ｘ２－１＝λ（１－ｘ１），　①

ｙ２＝－λｙ１．　②｛

由 ② 得ｙ２２＝λ２　ｙ２１，因为ｙ２１＝４ｘ１，ｙ２２＝４ｘ２，所以

ｘ２＝λ２　ｘ１．　③
联立 ① 与 ③ 可解得ｘ２＝λ，又因为λ＞０，所以

Ｂ（λ，２槡λ），或Ｂ（λ，－２槡λ）．
又Ｆ（１，０），故可得过点Ｆ和Ｂ的直线ｌ方程为（λ

－１）ｙ＝２槡λ（ｘ－１），或（λ－１）ｙ＝－２槡λ（ｘ－１）．
当λ ∈ ［４，９］时，方 程ｌ在 纵 轴 上 的 截 距ｍ ＝

２槡λ
λ－１

或ｍ＝－
２槡λ
λ－１

．

而
２槡λ
λ－１

＝
２（槡λ－１）＋２
（槡λ＋１）（槡λ－１）

＝
２

槡λ＋１
＋
２

λ－１
，

这个函数在［４，９］上是单调递减的．

因为λ∈ ［４，９］，所以
３
４ ≤

ｍ ≤
４
３

或－
４
３ ≤

ｍ

≤－
３
４
．

因此所求实数ｍ 的 变 化 范 围 为 －
４
３
，－
３
４［ ］∪

３
４
，４
３［ ］．
点评：由本例可 以 看 出，根 据 一 个 变 量 的 范 围 求

另一变量的 范 围，关 键 是 揭 示 两 个 变 量 之 间 函 数 关

系，再依 据 已 知 变 量 的 范 围 即 可 求 出 函 数 的 值 域，而

这个值域就是所求变 量 的 范 围．这 种 解 法 体 现 了 函 数

与方程之间的转化，归根到 底 体 现 了 函 数 思 想 在 这 类

问题中的灵活应用．
以上几种方法是解决 这 类 问 题 最 为 常 见 的 方 法，

当然还有 其 他 情 形，例 如，利 用 几 何 图 形 的 性 质 建 立

不等关系，利 用 参 数 的 几 何 意 义 建 立 不 等 关 系，利 用

基本不等式建立不等关系，通 过 建 立 目 标 函 数 转 化 为

函数值域问题等，限于 篇 幅，这 里 不 再 举 例．但 无 论 是

哪种情形或哪种方法，最终 都 化 归 为 不 等 式 问 题 或 函

数值域问题，这是解答这类问题的基本原则．Ｆ

檯檯檯檯檯檯檯檯檯檯檯檯檯檯檯檯檯檯檯檯檯檯檯檯檯檯檯檯檯檯檯檯檯檯檯檯檯檯檯檯檯檯檯檯檯檯檯檯
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练 习５　（２０１９年 山 西 太 原 模 拟 考）已 知 数 列

｛ａｎ｝的前ｎ项和为Ｓｎ，ａ１＝１，ａ２ｎ＝ａ２ｎ－１＋１，ａ２ｎ＋１＝
２ａ２ｎ ＋１，若Ｓｍ ＞２０１９，求ｍ 的最小值．

总之，通过这样 一 道 高 考 题 的 追 本 溯 源，让 我 们

更加重视回归课本，反思课本．不放过课本上每一道例

题与习题，尤 其 是 教 材 习 题 的Ｂ 组 题，因 为 这 种 题 更

容易适当拔高，出现在高考试卷中．另外奇偶数列问题

对学生数 学 思 维 的 逻 辑 性、全 面 性 都 有 较 高 要 求，以

上介绍的几种思考方法应因题而异，灵活选用．在考试

中关键要短时间找到突破 口，善 于 从 不 同 角 度 挖 掘 思

路，从而有效地解决此类问题．Ｆ
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