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从一道圆锥曲线焦点分弦题谈二级结论的巧用

　甘肃　何少杰

　　二级结论源于教材中的基础知识，它是利用 基 本 概 念、

基本定理，经过归 纳、推 理、证 明，总 结 出 来 的 结 论；它 是 特

定条件下一些解题步骤的有序整合．

圆锥曲线是高中 阶 段 解 析 几 何 的 重 要 内 容，坐 标 法 建

立了方程与曲线之间的联系，为“数形结合”架起 了 桥 梁．虽

然在教学中我们 一 直 强 调 通 性 通 法，但 在 解 答 选 择 题 或 者

填空题时，如果利用通性通法联立方程，就可能会 陷 入 繁 杂

的运算，如果能够灵活地利用好二级结论，就可以 规 避 掉 大

量重复的计算，节省时间，提高解题效率，巧 妙 地 解 决 问 题．

在高考中，焦点弦问题是圆锥曲线考查中的热点，圆 锥 曲 线

中的二级结论很 多，下 面 以 一 道 示 范 性 较 强 的 焦 点 分 弦 问

题为例，通过多种解法对比，来说明利用圆锥曲线 中 常 用 的

二级结论解决问 题 的 高 效 性，体 会 由 一 题 多 解 到 多 解 归 一

的过程．

一、试题呈现

已知Ａ，Ｂ为抛物线ｘ２＝４ｙ上不同的两点，且直线ＡＢ

的倾斜角为锐角，Ｆ为抛物 线 的 焦 点，若 →ＦＡ＝－２ →ＦＢ，则 直

线ＡＢ的斜率为 ．

解法１：设直线ＡＢ的 斜 率 为ｋ，Ａ（ｘ１，ｙ１），Ｂ（ｘ２，ｙ２），

由题意知ｘ１＞０，ｘ２＜０．联 立 方 程
ｙ＝ｋｘ＋１，

ｘ２＝４ｙ
烅
烄

烆 ，
整 理 得ｘ２－

４ｋｘ－４＝０，由 韦 达 定 理 得ｘ１＋ｘ２＝４ｋ，ｘ１·ｘ２＝－４，又

→ＦＡ＝－２ →ＦＢ，因 为Ｆ（０，１），所 以ｘ１＝－２ｘ２，解 得ｘ１＝

槡２　

＝

槡２，ｘ２ 槡＝－ ２，ｋ＝槡２４．

评析：代数方法求 解 此 题 时，为 避 免 反 复 计 算，使 用 韦

达定理与向量知 识 整 合 是 一 种 不 错 的 方 法，而 且 也 是 通 性

通法，但这样的解答并无亮点，有些同类题目可能 运 算 量 会

比较大，浪费时间．

解法２：

由题意 作 出 抛 物 线 图 象（如 图），设Ａ（ｘ１，ｙ１），Ｂ（ｘ２，

ｙ２），由题意知ｘ１＞０，ｘ２＜０．作ＡＭ，ＢＮ 垂 直 于ｘ 轴，Ａ′Ｂ

平行于ｘ轴 交ｙ 轴 于 点Ｆ′．｜ＦＦ′｜＝１－ｙ２，｜ＡＡ′｜＝ｙ１－

ｙ２，因为△ＢＦＦ′∽△ＢＡＡ′，所 以｜ＦＦ′｜
｜ＡＡ′｜＝

｜ＢＦ′｜
｜ＢＡ′｜＝

｜ＢＦ｜
｜ＢＡ｜＝

１
３
，则

３（１－ｙ２）＝ｙ１－ｙ２，

３（－ｘ２）＝ｘ１－ｘ２
烅
烄

烆 ，
又
ｘ２１＝４ｙ１，

ｘ２２＝４ｙ２
烅
烄

烆 ，
联 立 方 程 可 得

ｙ２＝１２
，ｘ２ 槡＝－ ２，由斜率公式得ｋ＝槡２４．

评析：本题虽然使用了数形结合的方 法，但 未 找 到 解 题

的捷径，显然比较烦琐．

解法３：｜ＡＦ｜＝ｙ１＋ｐ２
，｜ＢＦ｜＝ｙ２＋ｐ２

，由 题 知ｙ１＞

ｙ２，所以｜ＡＦ｜－｜ＢＦ｜＝ｙ１－ｙ２①，｜ＡＦ｜＝２｜ＢＦ｜②，由①

②得｜ＢＦ｜＝ｙ１－ｙ２，｜ＡＦ｜＝２（ｙ１－ｙ２），　｜ＡＢ｜＝｜ＡＦ｜＋

｜ＢＦ｜＝３（ｙ１－ｙ２），由弦长公式｜ＡＢ｜＝ １＋１ｋ槡 ２｜ｙ１－ｙ２｜，

所以 １＋１ｋ槡 ２ ＝３，因 为 直 线 ＡＢ 的 倾 斜 角 为 锐 角，所 以

ｋ＝槡２４．　

评析：这一解法 使 用 了 两 个 公 式：焦 半 径 公 式、弦 长 公

式，解法很有技巧，渗 透 了 函 数 与 方 程 思 想，与 圆 锥 曲 线 中

常用的设而不求方法，看似巧妙，但事实上仍是 通 性 通 法 的

灵活运用，虽然回 归 了 定 义，但 仍 显 烦 琐，除 了 函 数 方 程 思

想外，解析几何还讲究“数形结合”，巧妙使用平 面 几 何 知 识
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往往能加快解题速度．

解法４：由 题 意 不 妨 设｜ＡＦ｜＝２ａ，｜ＢＦ｜＝ａ，｜ＡＢ｜＝

｜ＡＦ｜＋｜ＢＦ｜＝３ａ．由圆锥曲线第二定义可知｜ＡＭ｜＋ｐ２＝

２ａ，｜ＢＮ｜＋ｐ２＝ａ
，｜ＡＡ′｜＝｜ＡＭ｜－｜ＢＮ｜＝ａ，所 以 在

Ｒｔ△ＡＢＡ′中，｜ＡＢ｜＝３ａ，｜ＡＡ′｜＝ａ，｜Ａ′Ｂ｜ 槡＝２　２　ａ，所 以

ｋ＝｜ＡＡ′｜｜Ａ′Ｂ｜＝
槡２
４．

评析：借助圆锥曲线的第二定义，同时使 用 了 数 形 结 合

的方法，直观易懂，在解决选择、填空一类题型时较好．

解法５：过点Ｍ０（ｘ０，ｙ０），倾 斜 角 为α的 直 线 的 参 数 方

程为
ｘ＝ｘ０＋ｔｃｏｓα，

ｙ＝ｙ０＋ｔｓｉｎ
烅
烄

烆 α
（ｔ为参数），其中｜ｔ｜表示直线上的动点

Ｍ 到定点Ｍ０（ｘ０，ｙ０）的 距 离，且 当Ｍ０→Ｍ方 向 向 上 时ｔ＞０，

Ｍ０→Ｍ方向向下时ｔ＜０，由以上直线参数方程的知识，可以求

解此题．

直线ＡＢ的参 数 方 程 为
ｘ＝ｔｃｏｓα，

ｙ＝１＋ｔｓｉｎ
烅
烄

烆 α
（ｔ为 参 数），代 入

抛物线方程ｘ２＝４ｙ，

得ｃｏｓ２α·ｔ２－４ｓｉｎα·ｔ－４＝０，

设｜ＡＦ｜＝｜ｔ１｜，｜ＢＦ｜＝｜ｔ２｜，可 知ｔ１＞０，ｔ２＜０，ｔ１＝

－２ｔ２．

由韦达定 理 得ｔ１＋ｔ２＝４ｓｉｎαｃｏｓ２α①
，ｔ１·ｔ２＝ －４

ｃｏｓ２α②
，又

ｔ１＝－２ｔ２③，解得ｔ２＝－ 槡２ｃｏｓα
，代入①得 槡２

ｃｏｓα＝
４ｓｉｎα
ｃｏｓ２α

，ｔａｎα＝

槡２
４
，即ｋ＝槡２４．

评析：以上解法除 解 法１外，其 余 方 法 技 巧 性 较 强，不

是通性通法，适用 范 围 受 到 限 制，而 解 法１为 通 性 通 法，以

代数方法为主，运 算 较 为 烦 琐，解 法４是 最 为 巧 妙 的 方 法，

那么能否借助解法４找到一种普遍使用的公式解决 圆 锥 曲

线中焦点分弦一类问题呢？

二、利用二级结论，高效解题

以此题为背景，对圆锥曲线进行进一步 的 探 索，利 用 已

有的二级结论，获得求解焦点分弦一类题型的一 般 性 方 法，

从而有效避免繁杂的计算．

结论１：圆锥曲线的焦点为Ｆ，离 心 率 为ｅ，焦 点Ｆ分 弦

ＡＢ，ＡＢ与ｘ 轴 所 成 的 角 为θ θ∈ ０，π（ ］（ ）２
，且｜ＡＦ｜＝

λ｜ＢＦ｜（λ＞０），则有如下结论：

１．对于横向型圆锥曲线

（１）焦点Ｆ内分弦ＡＢ 时，ｃｏｓθ＝１ｅ
λ－１
λ＋１ ．

（２）焦 点 Ｆ 外 分 弦 ＡＢ （仅 限 双 曲 线）时，ｃｏｓθ＝

１
ｅ
λ＋１
λ－１ ．

２．对于纵向型圆锥曲线

（１）焦点Ｆ内分弦ＡＢ 时，ｓｉｎθ＝１ｅ
λ－１
λ＋１ ．

（２）焦 点 Ｆ 外 分 弦 ＡＢ （仅 限 双 曲 线）时，ｓｉｎθ＝

１
ｅ
λ＋１
λ－１ ．

下面对这一二级结论进行证明．

证明：设ｌ为圆锥曲线焦点Ｆ 所对应的准线，点Ａ，Ｂ在

ｌ上的射影分 别 为Ａ′，Ｂ′，点Ｂ 在Ａ′Ａ 上 的 射 影 为Ｍ，设

｜ＡＦ｜＝ａ，｜ＢＦ｜＝ｂ，｜ＡＡ′｜＝ｍ，｜ＢＢ′｜＝ｎ，由 圆 锥 曲 线 的

第二定义，ａ
ｍ ＝

ｂ
ｎ ＝ｅ

，又ａ＝λｂ（λ＞０），所 以ｎ＝ｂｅ
，ｍ＝

ａ
ｅ ＝

λｂ
ｅ ．

１．对于横向型圆锥曲线

（１）当焦点Ｆ内分弦ＡＢ 时，以椭圆为例进行证明：

　

由图 可 知，ｃｏｓθ＝｜ＡＭ｜｜ＡＢ｜＝
｜ＡＡ′－ＢＢ′｜
｜ＡＦ＋ＢＦ｜ ＝

｜ｍ－ｎ｜
｜ａ＋ｂ｜＝

１
ｅ
λ－１
λ＋１ ．

（２）当焦点Ｆ外分弦ＡＢ 时，此时曲线为双曲线．
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由图 可 知，ｃｏｓθ＝｜ＡＭ｜｜ＡＢ｜＝
｜ＡＡ′＋ＢＢ′｜
｜ＡＦ－ＢＦ｜ ＝

｜ｍ＋ｎ｜
｜ａ－ｂ｜＝

１
ｅ
λ＋１
λ－１ ．

２．对于纵向型圆锥曲线

（１）当焦点Ｆ内分弦ＡＢ 时，以抛物线为例，由图 可 知，

ｓｉｎθ＝｜ＡＭ｜｜ＡＢ｜＝
｜ＡＡ′－ＢＢ′｜
｜ＡＦ＋ＢＦ｜＝

｜ｍ－ｎ｜
｜ａ＋ｂ｜＝

１
ｅ
λ－１
λ＋１ ．

　

（２）当焦点Ｆ外分弦ＡＢ 时，曲线为双曲线．

由图 可 知，ｓｉｎθ＝｜ＡＭ｜｜ＡＢ｜＝
｜ＡＡ′＋ＢＢ′｜
｜ＡＦ－ＢＦ｜ ＝

｜ｍ＋ｎ｜
｜ａ－ｂ｜＝

１
ｅ
λ＋１
λ－１

，证毕．

以上讨论均是在平面直角坐标系中去研究圆 锥 曲 线 的

焦点分弦问题的，不 妨 在 极 坐 标 系 中 去 探 讨 此 类 题 目 的 求

解方法．由圆锥曲线的第 二 定 义，建 立 以Ｆ为 极 点，焦 点 所

在轴的正方向为 极 轴 的 极 坐 标 系．可 得 到 圆 锥 曲 线 统 一 的

极坐标方 程ρ＝
ｅｐ

１－ｅｃｏｓθ
（ρ为 极 径，θ为 极 角，ｐ表 示 焦 准

距）．

根据圆锥曲线的极坐标方程易得以下结论：

结论２：圆锥曲线的焦点为Ｆ，离心 率 为ｅ，焦 点Ｆ分 弦

ＡＢ，ＡＢ 与ｘ 轴 所 成 的 角 为θ θ∈ ０，π（ ］（ ）２
，则 有 如 下

结论：

１．对于横向型圆锥曲线

长焦半径为 ｅｐ
１－ｅｃｏｓθ

，短焦半径为 ｅｐ
１＋ｅｃｏｓθ ．

２．对于纵向型圆锥曲线

长焦半径为 ｅｐ
１－ｅｓｉｎθ

，短焦半径为 ｅｐ
１＋ｅｓｉｎθ ．

这一结论的证明 这 里 不 再 赘 述．结 论１，２揭 示 了 圆 锥

曲线焦点分弦的 一 些 性 质 及 特 征，对 于 求 解 圆 锥 曲 线 中 焦

点分弦一类 问 题 大 有 裨 益，不 妨 运 用 结 论１，２，继 续 求 解

此题．

解法６：经 判 断 该 抛 物 线 为 纵 向 型，焦 点 内 分 弦，

｜ＡＦ｜＝２｜ＢＦ｜，设ＡＢ与ｘ 轴 所 成 的 角 为θ，由 题 意 知θ∈

０，π（ ）２ ，所 以 ｓｉｎθ＝ １ｅ
λ－１
λ＋１ ＝ １３

，ｃｏｓθ＝ 槡２２
３
，ｋ＝

ｔａｎθ＝槡２４．

解法７：该抛物线为纵 向 型，设ＡＢ与ｘ 轴 所 成 的 角 为

θθ∈ ０，π（ ）（ ）２
，｜ＡＦ｜＝２｜ＢＦ｜，较 长 焦 半 径｜ＡＦ｜＝

ｅｐ
１－ｅｓｉｎθ

，较短焦半径｜ＢＦ｜＝ ｅｐ
１＋ｅｓｉｎθ

；又ｅ＝１，所 以

有２（１－ｓｉｎθ）＝１＋ｓｉｎθ，ｓｉｎθ＝ １３
，ｃｏｓθ＝ 槡２２

３
，所 以ｋ＝

ｔａｎθ＝槡２４．

评析：与前面五种解法相比，结论１，２的 使 用 大 大 的 减

少了此类题目的运算量，可以起到化繁为简的 作 用，达 到 事

半功倍的效果，而且也是求解此类题目的统一 简 解，是 通 性

通法的使用．

结语：数学学习 应 注 重 探 究，注 重 一 题 多 解，通 过 多 角

度、多途径分析和 解 决 问 题，能 够 激 发 学 生 的 学 习 热 情，亦

能增进对数学概念的理解，提高解决数学问题 的 能 力，指 引

我们找到多题一 解 的 通 性 通 法．因 此 我 们 在 平 时 的 教 学 与

学习过程中应该多视角、多方位去分析问题，唯 有 这 样 才 能

拓展思路，提高能 力，做 到 懂 一 题 会 一 类，最 终 真 正 做 到 多

解归一．在计算量 比 较 大 的 圆 锥 曲 线 教 学 中 教 师 要 善 于 归

纳总结，拓展延伸，引 导 学 生 积 累 一 些 常 用 的 二 级 结 论，在

做选择题或填空题时可以直接使用，在做解答 题 时，可 以 在

列方程之后提前预知结果，从而提高解题水平，提 升 思 维 能

力和数学素养．

（作者单位：甘肃省天水市清水县第六中学）


