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矣 １
， 所 以 要证命题成 立 ，

只

需证

一

ｔ
一

＼
／３

－

３ ｆ

２

、 ｔ

２＞ ＿

１

—

ｔ ＋＼／３
￣

３ ｔ

２

矣 １
，

即 证 ／３
－

３ ｔ

２
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，
只
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－

３ ｔ

２

矣 （
２ ± ｔ

）

２

， 即 证 （
２ ＊ ± １

）

２

＞ ０
， 而 此 式 显

然成立 ， 因 此原命题成立 ．

评注 ： 解 法 ３ 是 由 福 建省 仙 游金石 中 学 的 林

琳
［
６

］

提供 ，
从 多 项 式 因 式分解 角 度入手 ，

不 采 用 导

数方法证 明 ， 打破 高 考 函 数压轴题 的 常规解题思

路
，
把命题转化为 等价不等式组 ，

利 用 分析法证明 ，

执果索 因 ． 解法技巧性强 ，妙不 可言 ，体现解题者扎

实的数学基本能 力 与 数学运算功底 ， 紧扣 《课程标

准 （
２０ １ ７ 年版 ） 》

［
１

］

与 《 高考评价体 系 》

［
４

］

思想和理

念 ，
注重考生 关键能 力 和 学科必备知识 的 培养 ，

对

于数学 学 习 和数学教学具有很好的 引 导作 用
， 有利

于提高考生数学 学 习 的兴趣 ，挖掘考 生数学继续 学

习 的潜能 ，
促进考生数学 学科综合素养的提升 ．

４ 解法启示

波利 亚 （
Ｐｏｌ

ｙ
ａ

） 认为 ， 中 学 数 学教育 的根本 目 的

是
“

教会学 生 思考 教会学 生 思考
”

意 味着数 学教

师 不 只 是传授知 识 ， 还 应 努 力 发展 学 生运用 所 学 知

识 的 能 力 ， 应该 强 调 技 能 、技巧 、 有 益 的 思考 方 式 和

理想 的 思维 习 惯 ． 教 师 在教 学 时 ， 要遵循 学 习 过程

的 三个原 则 ： 主 动 学 习 ， 最佳 动 机 ， 循 序 渐进
［
７

］

． 本

试题解法 多样 ， 试题 已 知 条件 的设计符 合考 生 的 学

习 实 际 ， 给考 生提供 了 多 种分析 问 题和解决 问 题 的

思路 ， 引 导考 生 通过 有效 的 数 学 阅 读 ， 利 用 直 观 思

维抓住 问 题 的 本 质 ， 在 剖 析 问 题本质 的 基础 上 ， 追

求简 洁 的 解题方 法 ， 力 求 解 法来 源 于教材和 已 学 知

识 ，
又高 于 已 有 知 识 ， 体现试题 的 区 分 与 选拔功 能 ．

在 曰 常 的教 学 实践 中 ， 教 师 应加 强逻辑推理 能 力 和

数形结合 思 想 的 训 练 ， 设置有 效 的
“

精 致 练 习
”

［
８

］

，

培养学 生 独 立思考 的 习 惯 ，
注 重 学科 能 力 和 素养 的

提升 ，促进教 、 学 、 考 的 有 机统 一 ， 助 力 学 生 的 全 面

发展
［
４

］

，
让学 生在

“

润 物细 无 声
”

中 学 会应 用 数 学 思

想 与 方 法解决实 际 问 题
［
９

］

．

参考文献

［
１ ］ 中华人 民共和 国 教育部制定 ？ 普通高 中数学课程标准

（
２０ １ ７ 年版 ） ［

Ｓ
］

． 北京 ■

？人民教育 出版社 ，

２０ １ ８ ． １
：
６

，

１６ ．

［
２

 ］ 江智如 ． 例谈图象法求解 函数零点问题的方法探析 ［ Ｊ
］

．

中学数学研究 （ 江西师大 ） ，
２０ １ ９

（
７

） ：
３７

－

３９ ．

［
３

］ 江智如 ． 从一道选择题浅谈反证法的应用 ［ Ｊ ］ 
？ 福建中学

数学 ，

２０ １ ３ （ ７ ，
８

） ：
８ １

－

８３ ．

［
４

］教育部考试中心 ． 中 国高考评价体系说明 ［
Ｍ ］

． 北京 ： 人

民教育出版社 ，
２０ １ ９ （

１ １
） ：

３６
，
２２ ．

［
５

］ 教育部考试中心 ． 高考试题分析 ？ 理科数学分册 ：
２〇２〇 年

版 ［
Ｍ

］
． 北京 ：人民教育出版社 ，

２０２０ ． １
：
４６ ．

［
６

］ 林琳 ． 不用导数证全国 ＩＩＩ 卷第 ２ １
（ ２ ） 压轴题 ［

Ｚ／０Ｌ ］
． 量

级研究与数学学习 （公众号 ） ，
２０２０

（
７

）
．

［
７

］ 张奠宙 ，宋乃庆 ． 数学教育概论 （第二版 ） ［
Ｍ

］
． 北京 ： 高

等教育出版社 ，
２００９ ． １

：
４７ ．

［
８ ］江智如 ． 高 中平面向量教学中的

“

精致练习
”

［ Ｊ ］
． 福建中

学数学 ，

２０ １６
（

１
〉 ：

１ ６
－

１ ９ ．

［
９

］ 江智如 ． 利用 图象法刍议 函数整数解 问题 的解题策略

［ Ｊ ］
？ 中学数学研究 （华南师大 ） ，

２０ １９
（
４

） ：
１０

－

１ ３ ．

破解数列 问题 中不定方程整数解的 常用 策略

江 苏省 昆 山 市教师发展中 心 Ｕ １ ５３００
） 戈 峰

江苏省 昆山 市柏 庐 高级中 学 （
２ １ ５３００

）何晓勤

在数 列 综合 问 题 中 ， 经 常 会遇 到 不 定 方 程 的 整

数解 问 题 ，
此 类 问 题 往 往 会 涉及 函 数 、 方 程 、 不 等

式 、数列 的 性质及数论等 知 识 ， 精 彩纷呈 ， 解法 灵 活

多 样 ． 因 此 ， 探讨 求 解此 类 问 题 的 常 用 策 略 很 有 必

要 ． 所谓 不定方 程 的 整数解 问 题是指 方 程 的 个数 小

于未知 数 的 个数 ，
且未 知 数 的 解 为 整 数 的 问 题 ？ 笔

者 下面通过举例 ，
谈 谈 求 解数 列 存在 性 问 题 中 不 定

方程整数解 的 常 用 策略 ， 供大家参考 ？

１ ． 整除分析法

利 用 数 列 项数 为 正整数这一特性 ， 可将 不 定方
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程 中 的某个变元 用 其他 变 元代 数表 示 ， 并分 离 常 数

（ 整数 ） ， 再利 用 整除 的 性质分析 方程 的 整数解 ．

例 １ 设数 列 ｛＼ ｝是公 差 为 ２ 的 等 差 数 列 ， 数

列 ｛
６
ｎ ｝满足＼

＝ Ｍ ２
＝ ２

，
ａ

？
６
？
＋ ６

？
＝
（
ｒａ＋ｌ

）
６
？ ＋  １

．

（
１

） 求数 列 和 ｛
６
？ ｝的通项公式 ；

（
２

） 设 ？
＝

ｉ＾Ｔ
， 试 问 是 否 存在 正 整 数

（
５ ５＾ ） ，使 《 ；

３ ， ＆ ，

＜ ；

，
成 等差 数 列 ？ 若存在 ， 求 出 Ｓ

，
ｔ 的

值 ； 若不存在 ， 请说 明 理 由 ．

解析 ： （
１

） 在＋ ６
？

＝
（
ｒｏ＋１

）
６
？ ＋  １中 ， 令

ｎ
＝

１
，

得４
＝ ３

， 所 以ａ ｎ

＝ ３ ＋ ２
（
ｒａ
－

ｌ
）
＝ ２ｒａ＋ｌ ？ 将ｎ ｎ

＝ ２ｒａ

＋１代入ａ
ｎ乂

＋
乂

＝
（

／ｉ＋１
）
６
？ ＋ １ ， 得＼ ＋ １

＝
２ ６

？ ， 所 以

数 列 ｛
＆
？ ｝是 以 １ 为 首 项 ，

２ 为 公 比 的 等 比 数 列 ， 即

Ｋ ＝ ２
ｎ
－

１

．

（
２

） 因 为 ？
＝ ２ｎ＋ｌ人 ＝ ２

＂

＇ 所 以 ？

＝ ２＋
丄

？ 假设存在 正 整数 ， 使 ｃ
３ ，

ｃ
ｓ ，

ｃ
， 成

ｎ

等差数 列 ， 则 ＝ ｃ
３ ， 即

１■

， 化 得 ｓ＝

６
－＆ ， 因 为 Ｍ 为 正整数 ， 所 以 ｆ ＋ ３ 是 １ ８ 的 大 于

３ 的 约数 ， 所 以 ｔ ＋ ３ ＝ ６ 或 ｔ ＋ ３ ＝ ９ 或 ｔ ＋ ３＝ １ ８
， 解

得〇 ， 或
｛ ： ：：

，

或ａ
５

，

齡＝

６
，
ｓ＝ ４ 或者 ｆ

＝
１ ５

，

ｓ＝ ５
，使得 ｃ

３ ， ｑ ，
ｃ

，
成 等差数 列 ．

总结 ： 数 列 中 的 存在 性 问 题 求 解 策 略 ，

一 般采

用 逆 向 思维 ， 先假设存 在 ， 然 后 结 合 已 知 条件进 行

逻辑推理 ． 本题 中 涉及 的 不定 方 程 为
１

＝

＋

＋
＋ 即

ｓ５ ｔ

ｓ
＝ ６

－＆ ， 通过将、 为 正整数
”

转 化 为 为 正

整数
”

， 进而得 到 １ ８ 被 ｆ ＋ ３ 整除 ， 再估计 出 ｔ ＋ ３ 的

所有 可 能取值 ．

一般地 ，
当 二 元 不 定 方 程 的

一 个 变

量容 易 分离 时 ， 可分离 变 量后利 用 整 除性解决 ．

２ ． 奇偶分析法

对于某 些不定方 程 ， 可从 不定方 程 等 式 两边 的

符 号和奇偶 性 角 度分析 ， 寻 求 矛 盾 来 否 定存在 性 ，

或构造等量关 系来肯定存在 性 ．

例 ２ 已 知数列 ｛ ａ ？ ｝ 的 前 ｎ 项 和 为 Ｓ
ｎ ， 满足

＝ ２＼
－

１
（

／１ ￡ 『
） ， 数 列 ｛

６
？ ｝满足 吨 １ ＋ １

－

（
炫＋ １

）
＆
？

＝
ｎ

（
ｎ＋ｌ

） （
？ｉ ｅ Ｎ

＊

） ，
＆ ６

１

＝ ｌ ．

（
１

） 求数列 ｛
ａ

？ ｝和 ｛
６Ｊ的通项公式 ；

（
２

） 是否存在 正整数 ｍ
，

ｎ
， 使

成 等差 数列 ？ 若存在 ， 求 出 所有满足条件 的 ｍ
，
／ｉ

； 若

不存在 ， 请说 明 理 由 ．

解析 ： （
１

） 当ｒａ
＝１时 ，

Ｓ
１
＝２ａ

，
－

１＝ａ
，

， 所 以

〇
１

＝ １ ． 因 为 ５
？

＝ ２ ＜１
？

－

１
（

７１ ￡ ＾〇 ， 所 以 ５
？
－

１

＝ ２ （１
？
＿

１

－

１Ｕ 為 ２
） ，
两 式 相 减 得 ａ

？
＝ ２＾ ，

， 从 而 数 列

｛
？

？ ｝为 首项 Ａ
＝ １

、公 比 ９
＝ ２ 的 等 比 数 列 ， 从而 数 列

｛ ａ ？ ｝的通项公式 为ａ ？
＝ ２

＂

＇由ｎ６ ？ ＋  １
－

（
ｎ＋ｌ

）
６
？
＝

４ ＾１ ＋ １
） 两边 同 除 以 ／１

（
？１＋１

） ， 得
＂＾ －

＾
＝

１
， 从 而

ｎ＋ １ｎ

数 列
｛￥ ｝

为 首项 ￣
＝ｉ

、 公差 ｄ
＝ｉ 的 等 差 数 列 ， 所

以
＆

＝从 而数 列 ｛
６
？ ｝的通项公式 为

ｎ

（
２

）假设存在 正 整数 ｍ
，
ｎ

（
ｎ＞１

） ， 使 ６
， ，

ａ
ｍ ，

６
？

成 等 差数列 ， 则６
１

＋ ６
？

＝ ２ａ
ｉ？ ， 即

偶数 ， 则 １ ＋ ｎ
２

为 奇数 ， 而 ２
＂ ■

为 偶 数 ，
上 式 不 成 立 ．

若 《
为 奇数 ， 设

ｎ ＝ ２ｆｃ
－

ｌ
（
左 ｅ Ｎ

＊

） ， 则１＋ ／ｉ

２

＝ ｌ＋

（
２ Ａ ：

－

Ｉ
）

２

＝ ４ ｉｆｃ

２
－ ４ｉ＋２＝ ２

ｍ

， 于是２Ａ
２
－

２Ａ＋１＝

２
ｍ

－

１

， 即２ （
Ａ ：

２
－

Ａ〇＋ １＝ ２
ｍ

－

１

． 当ｍ 
＝

ｌ时 ，
Ａ ：＝ ｌ

， 此 时

ｒａ ＝ ２Ａ
－

ｌ ＝ ｌ 与 ｒｅ ＞ ｌ 矛 盾 ；
当 ｍ ＞ ２ 时 ，

上式左边为

奇数 ， 右边为 偶 数 ，
显然不成立 ．

综 上所述 ， 满足条件 的 正整数 ｍ
，
７ｌ 不存在 ．

总结 ：本题破解 的 关键是运用 奇偶分析 法研 究

方程 ｌ ＋ ｎ
２

＝ ２
ｍ

的 正整数解 的 情况 ． 在正整数 中 ， 奇

数 与 偶数不 等是基本矛 盾之一 ，
通 常 可 以 用 来说 明

不定方程 的整数解不存在 ．

３ ． 因式分解法

若不定方程 可 化 为 一边是 两个 （ 或 多 个 ） 因 式

的 乘积 ， 另
一边是 一个 整 数 的 形 式 ， 则 可 因 式 分解

后分析不定方程 的整数解 的 情况 ．

例 ３ 已 知各项均 为 正数 的 数列 ｛ ａ？ ｝ 的 前 ｎ 项

和 为 ，
且满足 ＝ １

，

４Ｓ
？
＝

（
ａ

？
＋ １

）

２

（
炫 ￡ ］＾

）
．

（
１

） 求数列 ｛ ？？ ｝ 的通项公式 ；

（
２

） 是 否存在 大于 ２ 的 正 整数 使得 、 ＋

？ ＋  １
＋？ ＋ ２

＋ … ＋ ａ
ｍ ＋ ４

＝ ３００ ？ 若存在 ， 求 出 所有符

合条件 的 ｎｉ 、
ｆｃ

； 若不存在 ， 请说 明 理 由 ？

解析 ：⑴ 由
４Ｓ

？
＝
（
ａ

？
＋ ｌ

）

２

得
４Ｓ

？ ＋ １
＝

（
ａ

？ ＋ ，
＋

Ｉ
）

２

，
两式相减并化简得 （

ａ
？ ＋ １

＋ ａ
？ ） （

ａ
？ ＋ １

－

ａ
？

－

２
）

＝

〇
， 由 于 《

？
＞ 〇

， 所 以 Ｓ ＋ １
－ ２

，
所 以 数 列 ｛ ａ？ ｝是首

项 为 １
，
公差 为 １ 的 等差 数 列 ， 所 以 ａ

？

＝ ２ｎ
－

ｌ ．

（
２

） 存在 大 于 ２ 的 正整数 ｍ 、
ｆｃ

， 使得 ａ
ｍ
＋ ａ

ｍ ＋  １

＋ ？＾ ＋ ２
十 … ＋ ａ

ｍ ＋ ４
＝ ３００ ．

理 由如下 ：假设存在大于 ２ 的正整数 ｍ 、
Ａ

，使得 ？

＋
％ ＋  １

＋ ａ
ｒａ ＋ ２？

＝ ３００
， 由⑴ 得 ？ ＋ ａ

ｍ ＋  ｌ
＋

ａ
？ ＋ ２

＋ 

…

＋ ａ
ｍ ＋ ｌ ｔ

＝
（
２ｍ ＋ Ａ ：

－

ｌ
） （

Ａ ： ＋ ｌ
）
＝ ３００？ 由 于正整

％^ ｍ
，

ｋ２
，

ｉ＾ ：

２ｍ ＋ Ａ ： 
－

１＞ ｋ＋ １ ＾４
， 
Ｊ．

２ｍ＋ ｋ
－

ｌ
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４９ ？

和 Ａ＋１ 的 奇 偶 性 相 同 ？ 由 ３００ ＝２
２

ｘ ３ ｘ５
２

得

ｒ Ａ＋ ｌ＝ ２ ｘ ３
， ｒ Ａ＋ ｌ ＝ ２ ｘ ５

，

［
２ｍ ＋ ｋ

－

ｌ ＝ ２ ｘ ５
２

 ｌ２ｍ ＋ Ａ ：

－

ｌ＝ ２ ｘ ３ ｘ ５
，

ｆ
５

二 或Ｐ因 此 ，存在大于 ２ 的 正整数
［
ｍ 

＝ ２３ ｙ
ｍ

＝
１ １ ．

使得
ａ
？
＋ ａ

？ ＋  １
＋ ａ

ｍ ＋ ２
＋
…

＋ ａ
ｍ ＋ ４

＝ ３００ ．

总结 ： 本题求解 的 关键在 于 因 式 分解得 到 ＋

ａ
ｍ ＋  ｉ

＋ ａ
ｍ ＋ ２

＋
…

＋
？“

＝
（
２ｍ ＋ ｆｃ

－

ｌ
） （

ｆｔ＋１
） 及

３００

＝ ２
２

ｘ ３ｘ ５
２

， 再 结合奇偶 性和 整 除 性处理 ？ 处理 此

类 问题时 ， 往往 需 要 对分解所 得 的 因 式 的 大 小 、 奇

偶 、 正 负 等进行讨论 ， 以减小运算量 ．

４ 不等关系转化法

若不定方 程 中 涉及 的 多 个 变 量 有 范 围 或 大 小

关 系 时 ， 可通过不 等 关 系 的 转 化将其 中
一个 变 量 的

范 围 缩小 ， 从 而 求 出 这个 变 量 的 整 数 解 ， 再进 一 步

求 出 其他 变量 的 整数解 ．

例 ４ 已 知 等 差 数 列 的 前 ｎ 项 和 为 Ｓ
？ ，

ａ
２
＋ ａ

５
＝

１２
，
Ｓ
４
＝

１ ６ ．

（
１

） 求 ｛
ａ

？ ｝的通项公式 ；

（
２

） 数 列 ｛ ６
？ ｝ 满 足 ６

？
＝ ７

； 为 数 列

｛
６

？ ｝的前 ｎ 项和 ， 是 否 存在 正整数 ｍ
，

Ａ ：

（
ｌ＜ ／ｎ ＜ Ａ〇 ，

使得 ３总 ？ 若存在 ， 求 出 的值 ； 若不存在 ，

请说 明 理 由 ．

解析 ： （
１

） 设 等 差 数 列 恤？ ｝ 的 公 差 为＜由

ａ
２
＋ ａ

５
＝ １ ２

，

Ｓ
４
＝ １ ６ ｛

２〇 ，＋ ５ ｄ＝１ ２
， ｆ

ａ
，
＝ １

，

。
解 得 Ｌ／ 所 以

２ａ
ｘ
＋ ３ ｄ

＝ ８
， ［

ｄ ＝ ２
，

ｏ
ｎ

＝ ｌ＋ ２
（
ｎ
－

ｌ
）
＝ ２ｎ

－

ｌ
，
ｒｅ ｅ Ｎ

＊

．

（
２

） 因 为Ｓ ？

＝ ｎ＋

＾＾ ｘ ２ ＝ ｎ
２

， 所 以ｂ ｎ
＝

总结 ： 在 多 变 量 中 ， 往往 需 要 紧 扣 多 个 变 量之

间 的大小关 系 （ 比 如本题 中 的 ｉ ＞ ｍ
） 以及变 量 自 身

内含 的 范 围 （ 比如本题 中 的 ｍ 是大于 １ 的 正整数 ） ，

其 中
一个 变 量对 另

一个 变 量 的 取值 范 围 起着决定

性作用 ． 当 不 定 方 程 的 整 数 解 较 难 确 定 时 ， 可 利 用

不 等 式前后夹逼 的 方法得到 整数解 ．

５ ． 单调性分析法

数列 是特殊 的 函 数 ， 可 利 用 其单调 性来研 究 不

定 方程 的 正 整数 解 问 题 ． 求 解 时 ， 常 将 不 定 方 程 两

边都看作 一个 以 某 变 量 为 主 的 数 列 （ 或 函 数 ） ， 再分

别 研 究这两个数列 （ 或 函 数 ） 的 单调 性 ．

例 ５ 已 知数列 丨 丨 与 丨 丨 的前 ｎ 项和分别 为

七 和 ， 且对任意
ｎ Ｅ Ｎ ＇ ａ

ｉ ｌ ＋ １
＝ ２

（
６
？ ＋ １

恒成立 ．

（
１

） 若＝ ２
， 求

（
２

） 若 《
，
＝ ２

，

６
？

＝ ２
＂

， 是否存在两个互 不 相 等 的

整数 Ｍ （
ｌ ＜ ｓ ＜ 〇 ， 使 成 等 差 数 列 ？ 若存

＾
１

在 ， 求 出 的值 ；若不存在 ， 请说 明 理 由 ．

解析 ： （
１

） 因 为 所 以 当 《＝１ 时 ＝ １
，

当ｎ＞ ２
时 ，

ａ
？

＝ ｒａ
２
－

（
ｒａ
－

ｌ
）

２

＝ ２ ？１
－

１
， 又 〇

１符合ａ ？ ，

所 以ａ ？
＝ ２ｒｅ

－

１
， 故

６
？ ＋ １

－

６
？
＝

｜ （
ａ

？ ＋ １
－

ａ
？ ）

＝ １
， 所

以 数 列 丨

６
？ 丨 是 以 ２ 为 首项 ，

１ 为 公差 的 等 差 数列 ， 所

以 ■Ｂ
？

＝ ｎ
－

２ ＋

＾

－ －

ｒａ
．

（
ｒｅ
－

ｌ
）

．

１ ＝

Ｕ ） 由ａ ？ ＋ １
－

ａ
？
＝ ２

（ 
６

？ ＋ １
－

６
？ ） 得ａ？ ＋ １

－

ａ
？
＝

２
＂ ＋ ｌ

， 所 以 ， 当ｒａ 英 ２时 ，

ａ
ｎ
＝
（ 

ａ
？
－－

）
＋

？ ？ ？ ＋
（ 

ｆｉ ｔ

；

－

？
２ ）＋（ ＾２

＿

ａ
ｌ ）＝

２
＂

＋ ２
７ １ １

＋

＂ ． ＋ ２
３

＋ ２
２

＋ ２＝ ２
ｎ ＋ １

－ ２
， 当 打 ＝ １ 时 ， 上 式 也成 立 ，

士 

＝

＋
（
＾＝１

—占
）

， 则 ７＞ 乂 ＋ ６
２
＋
…

＋所 以 疋 ＝ｎ ４ － ２ｎ
， 又 ＆

＝ ２
－

－

２
， 所 以

￥

＝

６
＂
＝

ｙ［
（

１
＿

ｉ
）

＋

（
１

￣

＂

５
）

＋
＂ ？

＋
（ ２＾ ３

￣２

斤
４

－；

２
、 ２

－

＾！
？ 假设存在 两个互 不 相 等 的

１

２ｎ
－

ｌ

ｉ １
［
２ｎ２ｎＴｌ ）

］
＝

Ｔ ｌ ２ｎ＋ｌ ＼

， 若Ｋ ， 则
２^ Ｉ

－

＾１７
， 整理 得

３
ｍ

２

ｋ＝

４ｍ＋ １
－ ２ｍ

２

３ ｍ
２

， 又 Ａ ＞ ７７Ｚ ＞ １
， 所 以

１ ４ｍ ＋１
－ ２ ｒｎ

Ｉｍ ＞１
，

＞ ｍ
，

２ｍ

＞ ０
，

整 理 得 ４ｍ ＋ｌ
－ ２ｍ

２ ’

解 得

ｌ ／ｎ＞１
，

１＜ ｍ ＜ ｌ ， 又ｍ ｅ Ｎ
＊

， 所 以ｍ
＝ ２

，
所 以 左 ＝１２ ．

故存在 ｍ ＝ ２
，
ｆｃ
＝

１ ２ 满足题意 ．

整数 Ｓ
，

＊
（
ｌ ，使

免
，含 ，争成 等差 数 列 ， 等价于

２
１

－
１

’

２
Ｓ

－
１

’

２
‘

－

１

ｇ
ｐ ；

２ｓ １

－

成 等 差 数 列 ， 即
２ｓ

２
１

－
１

＿

２
１

２
＊

－
１２

５

－
１ ２

‘ｈ ， 因 为 １ 十＾！

〉 １
， 所 以

－

＾７
＞ １

， 即 ２
，

＜ ２５＋１
， 令 ／＾ ）

＝ ２
１

－

２占
－

１ 〇 ＆ ２
，

２ —

１

ｓ ｅ ＮＵ ！Ｕ （
ｓ＋ ｌ

）

－

／ｉ
（
ｓ

）
＝ ｒ － ２ ＞ Ｏ Ｊ； ）^Ｕ〇 ）

递增 ， 若＾ ３
， 则＞ ／ｔ

（
３

）
＝ １＞ ０

， 不 满足 ２
ｓ

＜ ２Ｓ

＋ １
， 所 以 Ｓ ＝ ２

， 代入



？

５０
．
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－

１＝ ０ 〇 ＞ ３
） ，
当 ｔ

＝ ３ 时 ， 显 然不 符合要求 ； 当 《為 ４

时 ，令 史⑴ ＝ ２
‘

－

３ （
－

１
（

＊ ＆ ３
，
｛ ￡ １＾

） ， 则 同 理 可证

史 （ ０ 递增 ， 所 以 供 （ ０ ＞ 妒 （
４

）

二 ３ ＞ ０
， 所 以 不 符合要

求 ． 所 以 ， 不存在正 整数 〇 ＜ ＊
） ， 使

成等 差数 列 ．
＾ ＇

总结 ： 研 究 数 列 的 单调 性 主 要 有 作 差 法 （ 即 利

用定义 ） 或者构造 函 数 （ 注 意 需 要将定义域扩充 为

连续 区 间 ） ， 利 用 函 数 的 性 质 或 导 数 法处 理 ．

一 般

地 ， 单调 数 列 可 确 定数 列 的 范 围 ， 进 而 可 确 定 方 程

是否 有解 ．

６ 基本不等式法

对于某些不定 方 程 ， 可借助基本不 等 式 导 出 矛

盾 ， 从而说 明 其正整数解不存在 ．

例 ６ 已 知数列 ｛ ？？ ｝的前 ｎ 项和 Ｓ
？ 满足 ２Ｓ

？
＝

３
（
ａ

ｎ

－

ｌ
） （

ｎ ｅ Ｎ
＊

）
．

（
１

） 求数 列 ｛ 〇 ？ ｝的通项公式 ；

（
２

） Ｅ Ｃ
？

＝
—

是 否存在 互 不 相 等 的 正 整数
ａ

ｎ
＋ ２

ｍ
，
ｓ山使 ｎｘ

，Ｍ 成 等 差 数 列 ，
且 －

ｌ
，

ｃ
ｓ

－

ｌ
，
ｃ

，

－

１

成 等 比数 列 ？ 如果存在 ， 求 出 所有符合条件 的

如果不存在 ， 请说 明 理 由 ．

解析 ： （
１

） 因 为 数 列 ｛ ａ ？ ｝ 的 前 ｎ 项 和 Ｓ
？ 满 足

２Ｓ
？

＝ ３
（
ａ
？

－

ｌ
） （

ｎ ｅ Ｎ
＊

） ， 所 以 当时 ，

２Ｓ
。
－

，

＝

３
（
０＾

－

１
） ， 两式 相 减得

２ａ
？
＝ ３ ａ

？

－

３ ａ— ， 即ａ ？
＝

Ｓ ａ
ｎ
－ Ｊ ｒａ 多 ２

） ， 又
ｒａ
＝

１时 ，

２ｓ
！
＝

３
（
６１

！

－

１
） ， 解得ａ

！

＝

３ ＃ ０
， 所 以 数 列 ｛ ？？ ｝是 以 ３ 为 首项 ，

３ 为 公 比 的 等 比

数列 ， 从而 ａ
？

＝ ３

ｎ

．

（
２

） 由 （
１

） 知 ？
＝＾ ＝

＾＾ ，假设存在 互 不

相 等 的 正整数 ｍ ｙ ，
＊ 满足条件 ， 则 有

ｍ＋ ｔ
＝ ２ｓ

， ３

＂

ｔ

（
Ｃ

ｓ

—

１
）

２

＝
（
Ｃ
？

—

１
）

．

（
Ｃ

，

－

ｌ
）

．

由Ｃ
＂

＝与

（
ｃ

，

－

ｌ
）

２

＝
（ ？

－

１
）

．

（
ｃ

，

－

１
） 得

（
土＾

－

１

）

＝

＝ ３
２５

＋ ４ 父 ３
！

，
因 为 肌＋＊ ＝ ２５

， 所 以 ３
＂＇

＋ ３
１

＝ ２ 乂 ３ ＼

因 为且 ｍ ＋ ｔ
＝ ２ｓ

， 所 以
３
ｒａ

＋ ３
‘

＞ ２＾５
＾

＂

＝
２ 父

３％ 这 与 ３
ｒａ

＋ ３
‘

＝ ２ ｘ ３
ｓ

矛 盾 ． 所 以 不存在 互 不 相 等

的 正整数 ｍ
，
ｓ

，

ｔ 满足条件 ．

总结 ： 本题突破 的 关键是通过基本不 等 式 导 出

３
ｍ

＋ ３
１

＞ ２ ？／３

ｒａ ＋ ＜

＝ ２ｘ ３
Ｊ

（
／ｎ Ｚ ｔ且 ／ｒｅ＋  ｆ＝ ２ｓ

） ， 从 而

说 明 不定方程 ３
ｍ

＋ ３
‘

＝ ２ ｘ ３
ｓ

的 正整数解不存在 ． 利

用 基本不 等 式解题 时 ， 要注 意其成 立 的条件 ， 即
“

一

正
，
二定 ，

三 相等
”

？

７ ． 有 （
无

） 理数定义法

若不定方程 中 涉及无理数 ， 应考虑 利 用 无理 数

和有理数 的定义处理 ．

例 ７ 已 知 ａ
？
＝ ２ｒａ ＋＃ ，是否存在正整数 ｐ ， ９ ，

ｒ

（ｐ
＜
ｇ

＜ｒ
） ， 使 得 ａ

ｐ
， ， 七 成 等 比 数 列 ？ 并 说 明

理 由 ．

解析 ：假设存在正整数 ＜ ９
＜ 「

） ，Ｗ

ａ
ｒ成 等 比 数 列 ， 则 （

２
ｇ
＋ Ｗ ）

２

＝
（
２Ｐ ＋ Ｖ５

＂

） （
２ｒ＋

Ａ ） ， 即
２

（ ｇ

２
－

ｐｒ
）
＋

（
２
ｇ
－

ｐ
－

／

？

）＃ ＝ ０ ？ 因 为ｐ ， ９ ，

ｒ

都是正整数 ， 所 以 ＾消 去 ｇ 化 简 可得 ｐ

＼

２
ｑ

－

ｐ
－

ｒ
＝ ０

，

＝ ｒ
， 这 与 ／

）＜ ｇ
＜ ｒ 矛 盾 ． 所 以 不存在 正整数 ｐ ， ｇ ，

ｒ
（ ／

）

＜ ９
＜ ｒ

） ， 使得 ａ
ｐ

，
ａ

，
， ＼ 成 等 比数列 ？

总结 ：本题突破 的 关键是分析得 出 代 数 式 ２
（ ｆ

－

ｙ ）＋ （
２
ｇ
－

ｐ
－

ｒ
）Ｗ 中 涉及 无 理 数 且 与 有 理

数 〇 相 等 ， 再利用 有理数 的定义 列 出 方程组求解 ．

以 上仅列 举 了 求 解 数 列 问 题 中 不 定 方 程 整 数

解 的 七种 常 用 策 略 ， 对 于具体 问 题还 需 具体分析 ，

灵活处理 ，做到 以 不 变 应 万 变 ．
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