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摘 要: 介绍了几种类型二次不定方程整数解的讨论方法，这些方法主要是中学的解法． 用等差数列求和

公式，余弦定理与因式分解的方法解决特殊二次不定方程．
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不定方程一般来讲，我们只能给出不定方程的求解

的思路方法，利用数学方法技巧，目的要将不定方程转化

成已解决的结果的方程． 这就要求需要相当熟练的初等

和高等的数学知识，才可以在不定方程中研究出有价值

的结果． 但是，这不是绝对的，在初等的证明中，具有熟练

的初等数论基础知识也会能得到好的成果． 二次不定方

程与我们中学数学学习联系，可以用一些中学学习的知

识，解决几类二次不定方程．

一、形如 x1 + x2 + x3 +… + xn = y2 二次不

定方程的整数解

二次不定方程有很多特殊的类型，对于特殊类型我

们可以方便地研究出一些好的性质，其实在中学我们接

触到的不定方程主要是一次不定方程，二次不定方程较

少． 中学我们学习了数列，其中数列 an = 2n － 1 ( n∈Z + )

对数列求和，发现可以构造出一类二次不定方程，而且这

类不定方程的整数解有一定规律． 发现奇数数列是此类

不定方程的整数解．

1 = 12

1 + 3 = 22

1 + 3 + 5 = 32

1 + 3 + 5 + 7 = 42

………………………

1 + 3 + 5 + 7 +… + ( 2n － 1) = n2 ( n∈Z + )

证明 1，3，5，7，…，2n － 1，…是等差数列，

an = 2n － 1( n∈Z + ) ．

运用等差数列求和公式，则 Sn =
n( 2n － 1 + 1)

2 = n2 ( n

∈Z + ) ．

发现奇数列求和时右边出现了二次项，如果把奇数

列换成未知数，二次项换为未知数，由此启发归纳一种类

型的二次不定方程，形如 x1 + x2 + x3 +… + xn = y2 ． 其中

要求 x1，x2，x3，…，xn，都不为零，因为若其中一个为零那

么方程的左边就相当于少一个元变为 n － 1 个元形式．

x = y2，

有整数解 x = 1，y = 1;

x1 + x2 = y2，

有整数解 x1 = 1，x2 = 3，y = 2;

x1 + x2 + x3 = y2，

有整数解 x1 = 1，x2 = 3，x3 = 5，y = 3;

……

x1 + x2 + x3 +… + xn = y2，

有整数解 x1 = 1，x2 = 3，x3 = 5，…，xn = 2n － 1 ( n∈

Z + ) ，y = n．

显然零解也满足方程．

此类不定方程的形式为 x1 + x2 + x3 +… + xn = y2 ( n

∈Z + ) ，奇数列是此类不定方程的一个解 x1 = 1，x2 = 3，x3
= 5，…，xn = 2n － 1，y = n 是方程的整数解．

例 1 求方程 x1 + x2 + x3 + x4 + x5 + x6 = y2

( x1，x2，x3，…，x6，y，都不为零) 的整数解．

解 方程左边有 6 项，满足这样形式的整数解可以

看做 6 项 an = 2n － 1 的 数 列 求 和，则 x1 = 1，x2 = 3，x3
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= 5，x4 = 7，x5 = 9，x6 = 11，y = 6 是满足方程的整数解．

由于等差数列的求和公式出现了二次项，那么我们

将此结果一般化的话，只要是一个等差数列的每一项是

整数，那么通过求和公式构造出一类二次不定方程，那么

这个整数列的等差数列，是此类不定方程的整数解．

等差数列的通项公式 an = a1 + ( n － 1) d( n∈Z + ) ，当

a1 和 d 是整数，那么这个等差数列是整数列．

等差数列的求和公式 Sn =
d
2 n2 + ( a1 －

d
2 ) n( a1，d∈

Z + ) ，那么形如 x1 + x2 + x3 +… + xn =
d
2 y2 + ( a1 －

d
2 ) y

( a1，d∈Z + ) 的方程有整数解．

其中整数列 an = a1 + ( n － 1 ) d( n∈Z + ) ，y = n 是不

定方程的整数解．

例 2 求方程 x1 + x2 + x3 + x4 + x5 =
3
2 y2 + 1

2 y 的

整数解

( 其中 x1，x2，x3，x4，x5，y，都不为 0) ．

解 原方程等价于 x1 + x2 + x3 + x4 + x5 =
3
2 y2 + ( 2

－ 3
2 ) y．

左边有 5 项，满足这样形式的整数解，可以看成是 a1

= 2，d = 3．

an =2 + ( n －1) 3 的前 5 项求和，n =5，则x1 =2，x2 =5，x3
=8，x4 =11，x5 =14，y =5 是方程的整数解．

二、余弦定理形式的不定方程

中学还接触到了余弦定理，那么当三角形 ABC 三边

为未知数，形如余弦定理形式的二次不定方程整数解，可

以把问题转而寻找满足方程整数边的的三角形．

如果三角形 ABC 的三条边分别 a，b，c，当 a，b，c 为整

数时，那么形如

a2 + b2 － c2 － 2abcosC = 0

的方程有整数解 ma，mb，mc．

例 3 三角形 ABC 的三边分别为 a = 2，b = 4，c = 5，

那么 cosC = a2 + b2 － c2

2ab = 2
2 + 42 － 52

2 × 2 × 4 = － 5
16 ．

则形如 a2 + b2 － c2 － 2a × b × ( － 5
16 ) = 0，a、b、c 是未

知数的二次不定方程整数解问题，a = 2，b = 4，c = 5 是方

程的整数解，那么 a = 2m，b = 4m，c = 5m( m∈Z) 也是不定

方程的整数解．

当二次不定方程在有几何意义下，如满足余弦定理

的形式 a2 + b2 － c2 － 2abcosC = 0( － 1≤cosC≤1) ．

那么满足这样情况的不定方程，可以结合余弦定理

的几何意义来找不定方程的整数解．

三、形如ax2 + bxy = c( a，b，c∈Z + ) 二次不定

方程的整数解

形如ax2 + bxy = c 可以观察到方程的左边可以进行因

式分解，将方程的左边转化为两因式相乘的形式，简化二

次不定方程，具体参见以下例题．

例 4 求方程 x2 － xy = 5 的整数解．

解 将方程进行因式分解 x( x － y) = 5，

x，y∈Z + ，x，x － y 是 5 的约数．

1)
x = 1，

x － y = 5{ ，
得到

x = 1，

y = － 4{ ．

2)
x = 5，

x － y = 1{ ，
得到

x = 5，

y = 4{ ．

3)
x = － 1，

x － y = － 5{ ，
得到

x = － 1，

y = 4{ ．

4)
x = － 5，

x － y = － 1{ ，
得到

x = － 5，

x － y = － 4{ ．

本文到此，构造一类等差数列求和形式的二次不定

方程，联系中学学习的等差数列进行结合，找出此类二次

不定方程特殊的整数解，由余弦定理的形式构造了有几

何意义的一类二次不定方程．

二次不定方程是研究不定方程的入门，联系中学接

触的一些知识，对启发人们对不定方程的兴趣有着一定

的作用，对研究高次不定方程有着过度借鉴的作用，与中

学的等差数列和余弦定理相联系，能够使中学生引起兴

趣． 不定方程研究是数论中的一个难点，但不定方程的形

式简单易懂，内容丰富方法多样，研究不定方程，对人们

智慧是一个挑战，探索数学深处奥秘的一步． 学习不定方

程能够锻炼数学思维与逻辑能力，拓展数学知识面，提高

数学分析能力与解决问题能力．
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