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　 　 【摘 要】 高考数列不等式的证明是难点中的难

点，需要很强的证明技巧以及熟练的代数变换能力；本
文则从数列求和的裂项相消法谈起，利用裂项相消法

的思想来对数列进行放缩；与此同时，函数思想也是不

等式放缩的一大利器．借助于这两项技巧，可以应对相

当一类数列不等式的证明．
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逼近

数列不等式的证明在高考中通常都是以压轴大题

的形式出现，其证明往往需要很高的不等式证明技巧，
尤其以放缩法为甚；使得大多数同学对这类问题是望

而生畏、一筹莫展．感觉解答这种类型的问题都是无依

无靠，平时所积累的知识与方法在这里都使不上劲．解
答这类问题基本上属于没有目的、也没有方向．

本文从裂项相消法与函数两个不同的角度，给出

了数列不等式证明的一般思路，使得数列不等式的证

明有案可依，以至于在考试时不会无从下手．下面先从

最基本的裂项相消法开始．
例 １［１］ 　 记 Ｓｎ 为数列 ａｎ 的前 ｎ项和，已知 ａ１ ＝ １，

Ｓｎ

ａｎ
是公差为

１
３

的等差数列， （１） 求 ａｎ 的通项公式；

（２） 证明：Ｔｎ ＝ ∑
ｎ

ｉ ＝ １

１
ａｉ

＜ ２．

解 　 （１） 通项公式为：ａｎ ＝ ｎ（ｎ ＋ １）
２

，过程从略．

（２） 本题是求数列
１
ａｎ

＝ ２
ｎ（ｎ ＋ １）

的前 ｎ项和 Ｔｎ 的

一个上限．对于所有数列的前 ｎ 项和 Ｓｎ 的有界性或者

上（下） 限的问题，其处理的原则都是把该数列的通项

进行转化或者放缩到一个可以求和的数列．所以在求

解这类问题之前，首先心里就要对可以求和的数列如

数家珍；这样才有可能作出合适的转化或放缩，否则的

话，是完全没有方向．在高中阶段，可以求和的数列类

型并不是很多，除了基本的等差等比数列之外；还有一

类非常重要的数列，就是可以裂项相消的数列．当然还

有等差数列与等比数列的乘积数列也是可以用错位相

减法求和．

通项
１
ａｎ

可以拆成两项之差的形式， 即
１
ａｎ

＝

２
ｎ（ｎ ＋ １）

＝ ２（ １
ｎ

－ １
ｎ ＋ １

），显然这是一个可以求和的

数列，因此有：
１
２
Ｔｎ ＝ （１ － １

２
） ＋ （ １

２
－ １

３
） ＋ （ １

３
－ １

４
） ＋ … ＋

（ １
ｎ － １

－ １
ｎ
） ＋ （ １

ｎ
－ １
ｎ ＋ １

） ＝ １ － １
ｎ ＋ １

＜ １

从而有 Ｔｎ ＜ ２．
本题是典型的裂项相消法的使用，可以把这个结

论推广到更为一般的结果，只要在问题中看到数列的

通项公式是形如：ａｎ ＝ Ｑ（ｎ）
Ｐ（ｎ）

的形式，这里的 Ｐ（ｎ），

Ｑ（ｎ） 都是多项式，并且要求 Ｑ（ｎ） 的最高项次数小于

Ｐ（ｎ） 的最高项次数，基本上都可以用裂项相消法的思

想来考虑问题．这是最为常见的裂项相消法的形式，裂
项相消法也可以与等比数列结合起来．

练习 １： 设数列的通项公式为 cｎ ＝ １
３ｎ － １

－

１
３ｎ＋１ － １

，计算其前 ｎ 项和 Ｓｎ ．

解 　 显然数列 cｎ 的形式具有裂项相消法的特点，
所以有：

Ｓｎ ＝ （ １
３１ － １

－ １
３２ － １

） ＋ （ １
３２ － １

－ １
３３ － １

） ＋

（ １
３３ － １

－ １
３４ － １

） ＋ … ＋ （ １
３ｎ － １

－ １
３ｎ＋１ － １

） ＝ １
２

－ １
３ｎ＋１ － １

．
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从这里可以看到，裂项相消法的形式是多种多样

的，一般的只要是形如 ｆ（ｎ） － ｆ（ｎ ＋ １） 形状的数列都

是可以裂项相消的．
例 ２　 （２０１４ 年高考新课标 Ⅱ 卷理科第 １７ 题改

编） 已知数列 ａｎ ＝ １
３ｎ － １

，其前 ｎ 项和为 Ｓｎ，证明：Ｓｎ

＜ ３
４
．

证明 　 这是一个典型的把数列的通项公式放缩

到一个可以求和数列的问题．通常情况下就是寻找一

个可以求和的数列 cｎ，其前 ｎ项和为Ｔｎ；满足 ａｎ ≤ cｎ 并

且有 Ｔｎ ＜ ３
４
．同时满足这两个条件的数列并不是很好

构造．这里可以考虑练习 １ 中的数列，即

cｎ ＝ １
３ｎ － １

－ １
３ｎ＋１ － １

＝ ２ × ３ｎ

（３ｎ － １）（３ｎ＋１ － １）
＝

（ １
３ｎ － １

）（ ２ × ３ｎ

３ｎ＋１ － １
） ＝ ２

３
（ １
３ｎ － １

）（ ３ｎ＋１

３ｎ＋１ － １
）

所以有 cｎ ＞ ２
３
ａｎ，即有 ａｎ ＜ ３

２
cｎ ．所以：Ｓｎ ＜ ３

２
Ｔｎ

＝ ３
２
（ １
２

－ １
３ｎ＋１ － １

） ＝ ３
４

－ ３
２

１
３ｎ＋１ － １

＜ ３
４

这里利用了练习 １ 的结果．
这样利用练习 １ 的结果，就把这个数列的放缩问

题给巧妙地解决了 ．事实上，把数列放缩到一个可求

和的数列往往是有多种选择，这个不是问题的难点；难
就难在需要控制住放缩之后的数列的前 ｎ 项和的上限

要小于 ３ ／ ４．如果只是从数列放缩角度来看，对等比数

列 ３ｎ 最常见的放缩形式，则是利用二项式定理展开，
可以选用如下形式：

３ｎ ＝ （２ ＋ １） ｎ ＝∑
ｎ

ｉ ＝ ０
Ｃ ｉ

ｎ２ｉ ＝ （Ｃ０
ｎ２０ ＋ Ｃ１

ｎ２１ ＋ Ｃ２
ｎ２２ ＋

Ｃ３
ｎ２３ ＋ … ＋ Ｃｎ

ｎ２ｎ）

所 以 ａｎ ＝ １
３ｎ － １

＝ １

∑
ｎ

ｉ ＝ ０
Ｃ ｉ

ｎ２ｉ － １
＝

１
Ｃ１

ｎ２１ ＋ Ｃ２
ｎ２２ ＋ Ｃ３

ｎ２３ ＋ … ＋ Ｃｎ
ｎ２ｎ ＜ １

Ｃ１
ｎ２１ ＋ Ｃ２

ｎ２２
＝ １
２ｎ２

这里的分母显然是一个 ｎ 次多项式，符合前面谈

到裂项相消法的基本要求；把分母放缩到一个二次多

项式，即 ２ｎ２ ．数列
１
ｎ２ 是一个特殊数列，本身没有前 ｎ 项

和的求和公式，但是其无穷项和是一个常数，即∑
∞

ｎ ＝ １

１
ｎ２

＝ π ２

６
＞ ３２

１２
＝ ３

４
．

所以这里可以轻易地使用二项式定理对原数列进

行放缩，但是其前 ｎ 项和的上限不容易满足；即使这里

增大分母次数，也不容易证明其前 ｎ 项和的上限是小

于 ３ ／ ４．但不管怎么说，裂项相消法的思想在对数列的

放缩上还是起了相当大的作用．
函数思想在数列放缩的过程中起着相当大的作

用，下面从函数的角度来思考数列的放缩问题．
例 ３　 在例 ２ 的条件下，能否找到一个等比数列

cｎ，其前 ｎ项和为 Ｔｎ，可以满足 ａｎ ≤ cｎ 并且有 Ｔｎ ＜ ３
４
．

解 　 不妨设等比数列为 cｎ ＝ c１ｑｎ－１（ｑ ＞ ０），即需

要满足 ａｎ ＝ １
３ｎ － １

≤ c１ｑｎ－１，对所有的自然数都成立

（但在有些情况下，可以放宽条件只要从某个自然数 Ｋ
开始，不等式成立即可） ．为了简单起见，这里直接可以

令 ｑ ＝ １
３
，即需要满足： １

（３ｎ － １）
≤

３c１
３ｎ ，即有

３ｎ

（３ｎ － １）

≤ ３c１ 成立．显然有
３ｎ

（３ｎ － １）
＝ １ ＋ １

３ｎ － １
≤ ３

２
成立，所

以可以取 c１ ＝
１
２
，因此可以得到 cｎ ＝

１
２

１
３２ ，利用等比数

列的求和公式可知，Ｔｎ ＝ ３
４
（１ － １

３ｎ ） ＜ ３
４
．

这是构造新数列来对数列进行放缩，对于数列的

放缩也可以直接从数列的通项公式入手， 即 ａｎ ＝
１

３ｎ － １
＝ １
３ｎ

× １

１ － １
３ｎ

＝ １
３ｎ

× ｇ（ｎ）

其思路是把通项公式 ａｎ 分解成一个可求和的数

列 cｎ 与某个有界数列 ｇ（ｎ） ≤Ｍ的乘积，即 ａｎ ＝ ｇ（ｎ）cｎ

≤ Ｍcｎ ［２］ ．对于本题而言：cｎ ＝ １
３ｎ ，ｇ（ｎ） ＝ ３ｎ

３ｎ － １
．显然

ｇ（ｎ） ≤ ３
２
，所以有 ａｎ ≤

１
３ｎ

３
２

＝ １
２

１
３ｎ－１ ．这与之前的构

造是一致的．
从前面的讨论可以知道，通过数列的裂项相消法

与函数思想的应用对数列进行放缩还是比较容易的，
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难度在于控制放缩之后的精度，即不能放的太大，这样

就达不到题目的要求．函数除了在通项公式上可以对

数列进行放缩之外，还可以对数列的递推公式进行

放缩．
例 ４［３］ 　 （２０１５ 年浙江高考改编） 设数列 ａｎ，满足

ａｎ＋１ ＝ ａｎ － ａ２
ｎ，ａ１ ＝ １

２
，证明

１
２ｎ

≤ ａｎ ≤ １
ｎ ＋ １

．

证明 　 本题的递推公式是二次函数 ｆ（ｘ） ＝ ｘ － ｘ２，
没有办法通过这个递推公式求出数列的通项公式．本
题所证明的结论是数列通项的上限与下限，想要直接

从递推公式进行放缩变形得到所需结论，其难度是可

想而知．必须具备熟练的不等式放缩技巧以及代数式

的恒等变形．这些足以让大部分同学望而却步，但是如

果换成从函数的角度来看这个问题，可能就是另一个

局面．下面就用函数的思想对递推公式进行放缩．
从函数上看，显然有 ｆ（ｘ） ＝ ｘ － ｘ２ ＜ ｘ，所以有 ａｎ＋１

＝ ａｎ － ａ２
ｎ ＜ ａｎ，因此可以得到数列 ａｎ 是一个递减数列．

这里就是利用了函数 ｇ（ｘ） ＝ ｘ来放大原来的递推公式．
得到的结果就是数列是一个递减数列，但这个结果与

所需结果相差甚远．也就是说用 ｇ（ｘ） ＝ ｘ 来进行放缩，
把递推公式放的太大了．事实上，ｆ（ｘ） 在原点处的切线

就是 ｇ（ｘ）；所以如果使用直线对 ｆ（ｘ） 进行放缩，ｇ（ｘ）
已经达到最优了；如果还需要进行更加逼近的放缩，则
只能考虑一般的曲线了，但是曲线的种类是成千上万

的，选择的标准由问题的结论所决定，不能漫无边际的

猜测．
现在是要寻找两个函数 α（ｘ），β（ｘ） 满足：α（ｘ）

≤ ｆ（ｘ） ≤ β（ｘ），ｘ ∈ （０， １
２
）；并且函数作为递推公式

α（ａｎ），β（ａｎ） 时，是可以求通项公式；不仅如此，从题

目证明结论出发，还要求这些递推公式解出的通项公

式，从函数角度来看应该是反比例函数类型；就如递推

公式 ａｎ＋１ ＝ ａｎ ＋ ｄ，解出的通项公式是一次函数一样．
这一点，是这种解法的难点．根据平时解题的经验

来看，在高中阶段是可以求解线性递推公式，即 ａｎ＋１ ＝
αａｎ ＋ β，其递推函数为一次函数 ｙ ＝ αｘ ＋ β；还有一种

在平时练习与考试中经常出现的就是分式递推公式，

即 ａｎ＋１ ＝
αａｎ

ａｎ ＋ β
．这些也是需要平时的积累才行．

若 ａｎ＋１ ＝
ａａｎ

ａｎ ＋ ｂ
，所以有

１
ａｎ＋１

＝
ａｎ ＋ ｂ
ａａｎ

＝ ｂ
ａ

１
ａｎ

＋ １
ａ
．

这里只有当 ａ ＝ ｂ时，才能成为等差数列，即 １
ａｎ＋１

－ １
ａｎ

＝

１
ａ
． 可 以 解 出

１
ａｎ

＝ １
ａ１

＋ （ｎ － １） １
ａ
， 即 ａｎ

＝ １
１
ａ１

＋ （ｎ － １） １
ａ

如果 ａｎ ＝
１

ｎ ＋ １
，此时

１
ａ１

－ １
ａ

＝ １并且
１
ａ
＝ １，所以 ａ

＝ １，ａ１ ＝ １
２
，此时函数为 ｙ１ ＝ ｘ

ｘ ＋ １

如果 ａｎ ＝
１
２ｎ

，此时
１
ａ１

－ １
ａ

＝ ０并且
１
ａ

＝ ２，所以 ａ ＝

１
２
，ａ１ ＝ １

２
，此时函数为 ｙ２ ＝ ｘ

２ｘ ＋ １
这样 ｙ１ 与 ｙ２ 就是所需的函数．剩下的只需要验证

不等式： ｘ
２ｘ ＋ １

≤ ｘ － ｘ２ ≤ ｘ
ｘ ＋ １

是否成立；特别需要强

调：这里不需要对所有的 ｘ 都成立，只需要对 ｘ ∈ （０，
１
２
） 成立即可；通过简单的运算可知，这组不等式是显

然成立的．这样就从所需证明的结果中，推出了递推公

式的具体表达式．
使用函数的方法对递推公式进行放缩，但由于函

数的选择范围太大而无从下手；此时，可以从所需结论

出发，推导出递推公式的形式；最后加以简单的证明与

验证即可．所用的思想仍是利用函数对递推公式进行

放缩．
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