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摘　 要:数列不等式为高中数学的重点和难点,常出现在高考压轴题中,具有极高的思想性和

技巧性. 解决数列不等式的一般思想是进行合理的放缩,放缩后能够再运算是解决此类问题的重要

原则.
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　 　 熟记一些常见的放缩结论,掌握一些常见的放

缩技巧很重要. 在放缩过程中经常用到的方法有:积

分(函数法)放缩、裂项放缩、对偶放缩、分类放缩、

二项式定理放缩、等比放缩等.

１ 积分放缩

例 １　 求证: １
２ ＋ １

３ ＋… ＋ １
ｎ ＋ １ < ｌｎ(ｎ ＋ １) < １

＋ １
２ ＋… ＋ １

ｎ .

证明　 因为 １
ｎ < ∫ ｎ

ｎ － １

１
ｘ ｄｘ ＝ ｌｎｎ － ｌｎ(ｎ － １),

所以 １
２ ＋ １

３ ＋… ＋ １
ｎ ＋ １ < ∫ ２

１

１
ｘ ｄｘ ＋ ∫ ３

２

１
ｘ ｄｘ ＋

… ＋ ∫ ｎ ＋ １

ｎ

１
ｘ ｄｘ ＝ ∫ ｎ ＋ １

１

１
ｘ ｄｘ ＝ ｌｎ(ｎ ＋ １) .

因为 １
ｎ > ∫ ｎ ＋ １

ｎ

１
ｘ ｄｘ ＝ ｌｎ(ｎ ＋ １) － ｌｎｎ,

所以 １ ＋ １
２ ＋ １

３ ＋ … ＋ １
ｎ > ∫ ２

１

１
ｘ ｄｘ ＋ ∫ ３

２

１
ｘ ｄｘ

＋… ＋ ∫ ｎ ＋ １

ｎ

１
ｘ ｄｘ ＝ ∫ ｎ ＋ １

１

１
ｘ ｄｘ ＝ ｌｎ(ｎ ＋ １) .

评注　 积分法即利用积分的几何意义进行放

缩. 记住基本结论:ｌｎ ｎ ＋ １
ｎ < １

ｎ < ｌｎ ｎ
ｎ － １

[１]

.

２ 函数放缩

例 ２　 求证:ｌｎ２２ ＋ ｌｎ３
３ ＋… ＋ ｌｎ３ｎ

３ｎ < ３ｎ － ５ｎ ＋ ６
６ .

证明　 由 ｌｎｘ≤ｘ － １,得ｌｎｘ
ｘ ≤１ － １

ｘ .

所以ｌｎ２
２ ＋ ｌｎ３

３ ＋ … ＋ ｌｎ３ｎ

３ｎ < １ － １
２ ＋ １ － １

３ ＋ …

＋１ － １
３ｎ ＝ ３ｎ － １ － ( １

２ ＋ １
３ ＋… ＋ １

３ｎ ) .

故需证 ３ｎ －１ － ( １
２ ＋ １

３ ＋… ＋ １
３ｎ )≤３ｎ －１ －５ｎ

６ .

即证 １
２ ＋ １

３ ＋… ＋ １
３ｎ≥

５ｎ
６ .

因为 １
ｎ > ∫ ｎ ＋ １

ｎ

１
ｘ ｄｘ ＝ ｌｎ(ｎ ＋ １) － ｌｎｎ,
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所以 １
２ ＋ １

３ ＋… ＋ １
３ｎ > ∫ ３

２

１
ｘ ｄｘ ＋ ∫ ４

３

１
ｘ ｄｘ ＋ …

＋∫ ３ｎ ＋１

３ｎ

１
ｘ ｄｘ ＝ ∫ ３ｎ ＋１

２

１
ｘ ｄｘ ＝ ｌｎ(３ｎ ＋ １) － ｌｎ２ > ｌｎ３ｎ －

ｌｎ２ ＝ ｎｌｎ３ － ｌｎ２ >５ｎ
６ (ｎ≥３),当 ｎ ＝１,２ 时验证成立,

所以ｌｎ２
２ ＋ ｌｎ３

３ ＋… ＋ ｌｎ３ｎ

３ｎ < ３ｎ － ５ｎ ＋ ６
６ .

评注　 函数法即构造函数,利用函数单调性进

行放缩. 记住基本结论:ｌｎｘ≤ｘ － １⇔ｌｎ(１ ＋ ｘ)≤ｘ.

３ 对偶放缩

例 ３ 　 求证:(１ － １
２ ) (１ － １

４ )…(１ － １
２ｎ) <

１
２ｎ ＋ １

.

证明　 令 Ｓ ＝ (１ － １
２ )(１ － １

４ )…(１ － １
２ｎ) ＝ １

２

× ３
４ ×… ×２ｎ － １

２ｎ , ①

要证(１ － １
２ )(１ － １

４ )…(１ － １
２ｎ) < １

２ｎ ＋ １
,

即证 Ｓ ＝ １
２ × ３

４ ×… ×２ｎ － １
２ｎ < １

２ｎ ＋ １
.

即证 Ｓ < ２
３ × ４

５ ×… × ２ｎ
２ｎ ＋ １. ②

① ×②,得 Ｓ２ < １ × ２ × ３…(２ｎ)
２ × ３ × ４…(２ｎ ＋ １) ＝ １

２ｎ ＋ １.

所以 Ｓ < １
２ｎ ＋ １

.

评注　 利用糖水不等式 ｂ
ａ < ｂ ＋ｍ

ａ ＋ｍ(ａ > ｂ > ０,ｍ

> ０)或 ｂ
ａ > ｂ ＋ｍ

ａ ＋ｍ(ｂ > ａ > ０,ｍ > ０)证明.

４ 裂项放缩

４. １ 分母整式型裂项

例 ４　 求证: １
２３ ＋ １

３３ ＋… ＋ １
ｎ３ < １

４ .

证明 　 因为 １
ｋ３ < １

ｋ３ － ｋ
＝ １

(ｋ － １)ｋ(ｋ ＋ １) ＝

１
２ [ １

(ｋ － １)ｋ － １
ｋ(ｋ ＋ １)],

所以 １
２３ ＋ １

３３ ＋ … ＋ １
ｎ３ < １

２ [ １
１ × ２ － １

２ × ３] ＋

１
２ [ １

２ × ３ － １
３ × ４] ＋… ＋ １

２ [ １
ｎ(ｎ － １) － １

ｎ(ｎ ＋ １)] ＝

１
２ [ １

２ － １
(ｎ ＋ １)ｎ] < １

４ .

评注　 基本结论:① １
ｎ － １

ｎ ＋１ < １
ｎ２ < １

ｎ －１ － １
ｎ ;

② １
ｎ２ < １

ｎ２ － １ / ４
＝ ４
４ｎ２ － １

＝ ２( １
２ｎ － １ － １

２ｎ ＋ １);

③ １
ｎ３ < １

２ [ １
(ｎ － １)ｎ － １

ｎ(ｎ ＋ １)] .

４. ２ 分母根式型裂项

例 ５　 求证: １
１３

＋ １
２３

＋… ＋ １
ｎ３

< ３.

证明　 因为 １
ｋ３

＝ ２
ｋ ｋ ＋ ｋ ｋ

< ２
ｋ ｋ － １ ( ｋ ＋ ｋ － １ )

＝ ２( １
ｋ － １

－ １
ｋ
),

所以 １
１３

＋ １
２３

＋… ＋ １
ｎ３

< １ ＋ ２(１ － １
２

＋ １
２

－

１
３

＋… ＋ １
ｎ － １

－ １
ｎ
) ＝ ３ － ２

ｎ
< ３.

评注　 基本结论:①２( １
ｋ

－ １
ｋ ＋ １

) < １
ｋ３

＝ １
ｋ ｋ

< ２( １
ｋ － １

－ １
ｋ
),② １

(ｋ ＋ １) ｋ
< ２( １

ｋ
－ １

ｋ ＋ １
) .

５ 等比放缩

例６　 求证: １
３ ＋１ ＋ １

３ ×２ ＋１ ＋…＋ １
３ ×２ｎ －１ ＋１

< ４
７ .

证明 　 因为 １
３ ＋ １ ＋ １

３ × ２ ＋ １ ＋ … ＋ １
３ × ２ｎ － １ ＋ １

< １
４ ＋ １

７ ＋ １
３ × ２２ ＋ １

３ × ２３ ＋… ＋ １
３ × ２ｎ － １ ＝ １１

２８ ＋ １
３ ·
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(１ － １ / ２ｎ － ２) / ２２

１ － １ / ２ < １１
２８ ＋ １

６ ＝ ４７
８４ < ４８

８４ ＝ ４
７ .

６ 分类放缩

例 ７ 　 已知数列 ａｎ{ }中,ａｎ ＝ １
ｎ(ｎ ＋ ２),求证:

ａ１ ＋ ａ２ ＋… ＋ ａｎ < ３
４ .

证明　 因为 ａ１ ＋ ａ２ ＋ … ＋ ａｎ ＝ １
１ × ３ ＋ １

２ × ４ ＋

１
３ × ５ ＋ １

４ × ６ ＋… ＋ １
ｎ(ｎ ＋ ２),

当 ｎ 为偶数时,不妨设 ｎ ＝ ２ｋ,ｋ∈Ｎ∗,则

ａ１ ＋ ａ２ ＋ … ＋ ａｎ ＝ １
１ × ３ ＋ １

２ × ４ ＋ １
３ × ５ ＋ １

４ × ６

＋… ＋ １
(２ｋ － １)(２ｋ ＋ １) ＋ １

２ｋ(２ｋ ＋ ２)

＝ １
１ × ３ ＋ １

３ × ５ ＋… ＋ １
(２ｋ － １)(２ｋ ＋ １)[ ] ＋

１
２ × ４ ＋ １

４ × ６ ＋… ＋ １
２ｋ(２ｋ ＋ ２)[ ]

＝ １
２ (１ － １

２ｋ ＋ １) ＋ １
２ ( １

２ － １
２ｋ ＋ ２) > ３

４ .

当 ｎ 为奇数时,不妨设 ｎ ＝ ２ｋ ＋ １,ｋ∈Ｎ∗,同理

可证.

７ 二项式定理放缩

例 ８　 求证:２≤(１ ＋ １
ｎ ) ｎ < ３.

证明　 因为(１ ＋ １
ｎ ) ｎ ＝ １ ＋ Ｃ１

ｎ
１
ｎ ＋ Ｃ２

ｎ ( １
ｎ ) ２ ＋

… ＝ １ ＋ １ ＋ Ｃ２
ｎ

１
ｎ２ ≥２,又(１ ＋ １

ｎ ) ｎ ＝ １ ＋ Ｃ１
ｎ

１
ｎ ＋

Ｃ２
ｎ ( １

ｎ ) ２ ＋… ＋ Ｃｎ
ｎ ( １

ｎ ) ｎ,

则 Ｃｋ
ｎ (

１
ｎ )ｋ ＝ ｎ(ｎ －１)(ｎ －２)…(ｎ － ｋ ＋１)

ｋ! ( １
ｎ )ｋ

＝ １
ｋ!·

ｎ
ｎ ·ｎ － １

ｎ ·…·ｎ － ｋ ＋ １
ｎ < １

ｋ!≤
１

２ｋ － １ .

所以(１ ＋ １
ｎ ) ｎ < １ ＋ １ ＋ １

２ ＋ １
２２ ＋ … ＋ １

２ｎ － １ ＝ １

＋ １ － １ / ２ｎ

１ － １ / ２ < １ ＋ ２ ＝ ３.

评注　 基本结论:①２ｎ > ２ｎ ＋ １(ｎ≥３);②２ｎ >

ｎ２ ＋ ｎ ＋ ２(ｎ≥５);③３ｎ≥２ｎ２ ＋ １(ｎ≥２) .

８ 利用已证结论放缩

例 ９　 已知函数 ｆ(ｘ) ＝ ｅｘ － (ｘ ＋１)ｌｎ(ｘ ＋１) －１.

(１)当 ｘ > ０ 时,证明:ｆ(ｘ) > ０;

(２)已知数列 ａｎ{ }的通项公式为 ａｎ ＝ ｎｅ
１
ｎ － ｎ

ｎ ＋ １ ,

证明:ａ１ ＋ ａ２ ＋… ＋ ａｎ > ｌｎ(ｎ ＋ １) .

解析　 (１)由题意得 ｆ ′(ｘ) ＝ ｅｘ － ｌｎ(ｘ ＋１) －１,

设 ｇ(ｘ) ＝ ｅｘ － ｌｎ(ｘ ＋ １) － １,则

ｇ′(ｘ) ＝ ｅｘ － １
ｘ ＋ １ ＝ ｅｘ(ｘ ＋ １) － １

ｘ ＋ １ .

当 ｘ > ０ 时,ｅｘ > １,ｘ ＋ １ > １,则 ｅｘ(ｘ ＋ １) > １.

从而 ｇ′(ｘ) > ０. 所以 ｇ(ｘ)在 ０, ＋ ¥( )上单调递

增. 故 ｇ(ｘ) > ｇ(０) ＝ ０. 即 ｆ ′(ｘ) > ０. 所以 ｆ(ｘ)在

０, ＋ ¥( )上单调递增.

所以当 ｘ > ０ 时,ｆ(ｘ) > ｆ(０) ＝ ０,即 ｆ(ｘ) > ０.

(２)由(１)知:当 ｘ > ０ 时,

ｆ(ｘ) ＝ ｅｘ － (ｘ ＋ １)ｌｎ(ｘ ＋ １) － １ > ０,

即ｅｘ － １
ｘ ＋ １ > ｌｎ(ｘ ＋ １) .

令 ｘ ＝ １
ｎ ,则ｎｅ

１
ｎ － ｎ

ｎ ＋ １ > ｌｎ ｎ ＋ １
ｎ .

所以 ａ１ ＋ ａ２ ＋ … ＋ ａｎ > ｌｎ ２
１ ＋ ｌｎ ３

２ ＋ … ＋

ｌｎ ｎ ＋ １
ｎ ＝ ｌｎ( ２

１ × ３
２ ×… × ｎ ＋ １

ｎ ) ＝ ｌｎ(ｎ ＋ １) .

所以 ａ１ ＋ ａ２ ＋… ＋ ａｎ > ｌｎ(ｎ ＋ １) .
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