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一、问题提出

在新高考背景下，高三复习教学应该由知识本位

向思维和素养本位转变. 高三复习课的教学质量是决

定高三复习效果的关键，复习课除了要帮助学生回顾

已学知识，更重要的是要促使学生升华知识、总结方

法、提升能力、形成思维和发展素养. 因此，要以促

进学生理解数学本质和发展能力素养为前提进行复习

课的教学设计.
微专题复习课是高三复习课的一种常见形式，其

立足学情，以高考的高频考点、学生的学习难点、学

生能力的增长点及易错点和易混淆点作为教学内容，

具有“小切口聚焦，高精准突破”的特点，是促进学

生深度复习的重要方式. 具体教学中，贯彻“问题引

导学习”的理念，通过设置一系列问题串，示以思维

之道，引导学生开展有逻辑的探究与模型建构，通过

解决问题促进学生对知识和方法的理解，从而真正掌

握解决问题的方式和方法，培养学生的高阶思维，发

展学生的关键能力，教会学生自主思考. 笔者认为，

这是高三数学复习教学的应有之义.
本文结合高三数列微专题复习课“数列求和放缩

问题”，给出关于高三微专题复习教学的思考.

二、教学内容解析

数列是高中数学教学的重要内容，求和则是数列

部分研究的主要内容之一. 在近几年的高考中，也时

有出现将数列求和与不等式相结合命制的试题，用放

缩法证明数列不等式则是问题解决的难点. 因此，选

取“数列求和放缩问题”作为微专题复习教学的主题

具有现实意义.
数列放缩法灵活多变，需要一定的代数变形技

巧，因此难度较大，不易掌握. 但它也有法可依，只要

运用得当，大部分数列不等式问题是可以放缩有术的.
本节课中，教师带领学生一起研究数列问题中几

种常见的放缩类型和放缩方法，破解思维过程，领悟

方法的本质. 通过教学达到拓宽学生思维广度、延展

学生思维深度、提高学生思维效度、丰富学生活动经

验、升华学生知识体系、渗透数学思想方法，以及在

发现和提出问题、分析和解决问题的过程中不断提高

学生数学核心素养的目的.

三、教学过程设计

1. 温故知新，数列求和

问题1：数列研究的主要内容有什么？

预设：通项与求和是数列研究的两大主要内容.
问题2：有和就有通项这种说法对吗？有通项就能

求和（确定的和公式）吗？

预设：通过 an ={Sn - Sn- 1，n≥2，
S1，n = 1 可以由和式求得

通项. 并非利用所有的通项公式都能轻易求出确定的

和的公式.
问题3：学习过的能求出和公式的数列有哪些？
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预设：等差数列 （公式法）、等比数列 （公式

法）；等差数列加等比数列（分组求和法）；等差数列

乘等比数列（错位相减法）；可以裂项求和的数列（裂

项相消法）.
【设计意图】以问题串的形式引导学生回顾数列求

和的相关知识和方法，为后续和式放缩作好铺垫.
2. 例题引入，和式放缩

例1 在① ■
■

■
■

14
n

（6分），② n + ■
■

■
■

14
n

（8分），

③ n■
■

■
■

14
n

（10分），④ n2■
■

■
■

14
n

（12分）这四个条件中

任选一个，补充到下列横线上，并完成问题的求解.
问题：若 an = ( )n ∈N* ，求 a1 + a2 + … +an .
【设计意图】以结构不良题型为呈现方式，将几种

求和（放缩）模型融入一道题目中，这种设计方式具

有一定的新意. 考虑到四个选项的难度有明显差异，

为此给每个选项配上不同的分值，在提升学生研究兴

趣的同时，让学生在解答的过程中体会结构不良型问

题的求解对条件的分析与选择很有讲究.
师生活动：由学生自选任一选项完成对题目的解

答，也可以选择多个选项分别完成解答，为不同水平

的学生提供多种选择.
问题4：预判选择哪些条件选项容易完成求解？为

什么？

预设：选项①用公式法，选项②用分组求和法，

选项③用错位相减法，都比较容易求解. 而选项④似

乎没有现成的求和公式可用，求解难度较大.
3. 和式函数，值域放缩

模型1：有明确的通项公式，可以求和（an⇒ Sn）.
选择①：若 an = ■■

■
■

14
n

，求 a1 + a2 + … +an ；

预设：由等比数列求和公式，得 Sn =
14 ×

1 - ■
■

■
■

14
n

1 - 14
=

13 - 13 × ■■ ■
■

14
n .

选择②：若 an = n + ■■
■
■

14
n

，求 a1 + a2 + …+ an；

预设：分组求和，得 Sn =
n( )n + 1

2 + 13 - 13 × ■■ ■
■

14
n .

选择③：若 an = n■■
■
■

14
n

，求 a1 + a2 + … +an；

预设：由错位相减法，得 Sn =
49 -
n + 43
3 × 4n .

问题5：能否将选择①②③对应的数列求和问题，

分别改编成不等式问题？

预设：选择①，因为 Sn =
13 - 13 × ■■ ■

■
14

n

< 13，所以

可以改编为：若 an = ■■
■
■

14
n

，求证： a1 + a2 + … +an <
13．

选择②，因为 Sn =
n( )n + 1

2 + 13 - 13 × ■■ ■
■

14
n

单调递

增，故 Sn ≥ S1 = 54 ，所以可以改编为：若 an = n + ■■
■
■

14
n

，

求证 a1 + a2 + … +an ≥ 54．

选 择 ③ ， 令 bn =
n + 43
4n ， 因 为

bn
bn- 1
=
n + 43

4■
■

■
■

n + 13
=

3n + 412n + 4 < 1， 所以 { }bn 单调递减，所以 bn =
n + 43
4n ≤

b1 =
712 ．所以 Sn =

49 -
n + 43
3 × 4n ≥

14 ．所以可以改编为：

若 an = n ■■
■
■

14
n

，求证 a1 + a2 + … +an ≥ 14．
【设计意图】设计一个提问，将原本简单的数列求

和问题改编为不等式证明问题，从相等到不等，利用

的正是放缩. 将和公式视为函数 f ( )n = Sn ，则对和公

式放缩的本质就是求函数的值域以寻求合适的上界或

下界.
等比和式放缩模型：若 { }an 为等比数列，则

a1 + a2 + … +an = a1 ×
1 - qn
1 - q ( )q≠1 .

当 a1 > 0，q ∈ ( )0，1 时，

a1 + a2 + … +an = a1 · 1 - qn
1 - q <

a11 - q （上界）；

当 a1 < 0，q ∈ ( )0，1 时，

a1 + a2 +…+an = a1 · 1 - qn
1 - q >

a11 - q （下界）.
对于选项①②③，我们都求得了明确的和公式，

但其实只有少数特殊的数列可以得到求和公式，对于

更多的数列，我们无法求出明确、简洁的和公式. 我

们知道，和公式 Sn = f ( )n 是等式，如果退而求其次，

不需要确定的和式，只需要大致确定其范围，能否为

其找到一个适合的上界或下界呢？

4. 通项放缩，目标求和

模型2：有明确的通项公式，无法（不易）求和

（an⇒ Sn）.
选择④：若 an = n

2■
■

■
■

14
n

，还能求 Sn 吗？
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数列 an = n
2■
■

■
■

14
n

的求和不再常规，对于很多学生

来说存在困难. 事实上，此题可以用双错位相减的方

法求和，但是为了不偏离本节课的主题，教师在课堂

上不予展开，而是让有兴趣的学生在课后进行尝试.
问题6：能否在不求和的情况下将此题也改编

成一个不等式问题？

追问1：通项公式 an = n
2■
■

■
■

14
n

有什么特点？

追问2：研究一个数列的常见方法有作差和作商两

类，这个数列用哪种方法更合适？

预设：引导学生基于观察发现 an = n
2■
■

■
■

14
n

的通项

公式是等比数列和二次型数列之积，并确定采用作商

法展开探究.
由
an+ 1
an
=
( )n + 1 2

4n + 1 · 4n
n2
=
( )n + 1 2

4n2 = ■
■

■
■

12 + 12n
2
，可知

数列 { }an 的后项与前项之比不是定值，故其不是等比

数列，暂且称其为“变比”数列.
因为 n ∈N*，所以

a2
a1
= 1， a3

a2
= 916 ，

a4
a3
= 49 ，…

因为 14 < ■■ ■
■

12 + 12n
2 ≤ 1，

所以 14 <
an+ 1
an

≤1 .
因为 a1 =

14，
所以由累乘法，得 ■

■
■
■

14
n ≤ an ≤ 14 ， n ∈N* .

再求和，得 14 ×
1 - ■

■
■
■

14
n

1 - 14
≤ Sn ≤ n4 ，

即 13 - 13 × ■■ ■
■

14
n ≤ Sn ≤ n4 .

基于此设计改编题如下.
若 an = n

2■
■

■
■

14
n

，求证： 13 - 13 × ■■ ■
■

14
n ≤ Sn ≤ n4 .

【设计意图】 此题有意选取不易求得和公式的数
列，使之与前三个选项对应的值域放缩方式产生认知
冲突. 故而引导学生转为对数列通项进行分析研究，
通过对通项公式的变比放缩，确定和式的取值范围.

问题7：对于 13 - 13 × ■■ ■
■

14
n ≤ Sn ≤ n4，能否找到更为

精确的上界和下界？

预设：观察 13 - 13 × ■■ ■
■

14
n ≤ Sn ≤ n4 ， 13 - 13 × ■■ ■

■
14

n

显然是一个等比和式放缩模型，故用值域放缩法得
14 ≤ Sn . 对于 Sn ≤ n4，学生可能直接取 n4 为正无穷，

进而确定 14 ≤ Sn.
问题8：对于 13 - 13 × ■■ ■

■
14

n ≤ Sn ≤ n4 的上界，有人认

为 Sn < 1，你觉得可能吗？

追问：对于 an = n
2■
■

■
■

14
n

和的取值范围的探究，我

们是从数列的第2项开始放缩的，如果保持第1项和第2
项不变，从第3项开始放缩，会得到怎样的结果？

预设：当 n≥2 时，
an+ 1
an
= ■
■

■
■

12 + 12n
2 ≤ 916 .

由累乘法，得 an ≤ 14 × ■■ ■
■

916
n - 2
.

所以 a1 + a2 + … +an ≤ 14 + 14 + 14 × 916 + … + 14 × ■■ ■
■

916
n - 2
=

14 + 47 ×
■
■
|

■
■
|1 - ■

■
■
■

916
n - 1
< 14 + 47 = 2328 < 1 .

【设计意图】将和公式的取值上界由正无穷缩小为

1，巨大的落差引起学生的怀疑. 教师引导学生思考不

等式成立的原因，为放缩有度埋下伏笔. 同时，利用

追问为学生的探究指明方向. 在具体探究过程中，学

生找到了比1更加精确的上界，教师抓住时机引导学生

理解选取不同的目标放缩数列会得到不同的结果，并

学会用待定系数法寻找合适的目标放缩数列.
5. 递推变形，通项放缩

下面再来看一个问题，思考如果题干中只给出递

推关系式，无法求通项公式，又该如何进行数列和式

的放缩.
模型3：通项未知递推型.
例2 已知数列{ }an ，a1 = 2，an+ 1 =

2an + 1
an + 2 ( )n ∈N* ，

记 Sn 是数列 { }an 的前 n项和，证明： Sn < n +
32 .

解析：观察要证的式子 Sn < n +
32 ，由于常数列

{ }bn ( )bn = 1 的和为 n，故此题不妨改证数列 { }an - 1 的

前n项和 Tn < 32 .
构造 an+ 1 - 1 = 2an + 1

an + 2 - 1 =
an - 1
an + 2 ( )n ∈N* ，注意到

an+ 1 - 1
an - 1 =

1
an + 2 = “q”，这个结构类似于等比数列中的

后项比前项，“变比”是一个与 an 有关的变量. 我们可

以通过确定变比的范围（即求 1
an + 2 的值域），从而找

到新数列 { }an - 1 的放缩目标数列.
因为

an+ 1 - 1
an - 1 =

1
an + 2 > 0 ，
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所以数列 { }an - 1 各项同号.
因为 a1 - 1 = 1 > 0 ，所以 an > 1 .
所以

an+ 1 - 1
an - 1 =

1
an + 2 <

13 .
于是 an - 1≤ ( )a1 - 1 ■

■
■
■

13
n - 1

，

即 an ≤ ■
■

■
■

13
n - 1
+ 1，这样就找到了数列 { }an 的一个

上界目标数列.
即 Sn = a1 + … +an ≤ n + ■■ ■

■
13

0
+ … + ■

■
■
■

13
n - 1
= n + 1 ×

1 - ■
■

■
■

13
n

1 - 13
< n + 32 .

教师带领学生经历递推放缩的证明过程，尤其重

视其中的分析与思考. 同时，此题的上界 n + 32 并不精

确，教师鼓励有兴趣的学生在课后进一步思考如何求

得更精确的上界.
6. 课堂小结，画龙点睛

数列求和看通项，因此放缩的过程也通常从数列

的通项入手. 本节课中，我们一起经历了“有通项有

和—有通项无和—无通项无和”的研究之旅，逐步探

寻了“类等比数列”的和式放缩问题. 我们可以感受

到在学习中有意识地积累、总结一些常用的放缩模型

和放缩方法非常必要.
和式函数值域放缩：如果由通项可以求得明确的和

公式，那么可以基于函数求值域的视角，对和公式（和

函数）进行放缩，实现从相等关系到不等关系的转化.
通项放缩目标求和：如果由通项不易求得明确的

和公式，那么可以研究通项，对通项进行适当放缩，

找寻通项的上界或下界目标数列（可求和），从而实现

放缩. 在放缩过程中，对通项的变形要向可求和数列

的通项靠拢，常见的是向等比数列和可裂项相消的数

列靠拢.
递推关系通项放缩：从递推公式入手，对其进行

适当变形，即将递推公式放缩变形成为可“累加”或

“累乘”的形式，然后通过“累加”或“累乘”实现一

侧为 an ，另一侧为求和的结果，进而完成证明.
正所谓：求和首要看通项，求出和式能估值；不

易求和变通项，放缩目标能求和；通项若是也未知，

只待递推来变形；等差等比最基础，放缩坚持回原点.
【设计意图】 教师引导学生回顾本节课研究的内

容，以及探究的过程和其中涉及的方法和思想，并用

一首打油诗帮助学生记忆和巩固.

四、教学反思

1. 教学设计遵循数列研究的一般过程

本节课的教学设计牢牢抓住通项与求和这两个数

列研究的主要内容，以运算为一般观念，引导学生通

过运算发现规律、通过代数推理证明规律，具有鲜明

的代数特点. 不同放缩模型的研究过程和方法具有相

似性，因此在教学过程中要注重遵循数列研究的一般

方法，从具体到抽象，让学生通过类比展开学习. 等

比数列是最基本而有用的一类数列，为学生研究其他

类型的数列提供了工具，本节课特别注重探究内容与

等比数列的联系和类比，通过代数变形将其他类型的

数列问题化归为类等比数列解决.
2. 教学过程环环相扣、富有新意

本节课贯彻“问题引导学习”的思想，以问题串

和追问的方式将整节课的探究内容整合成一体，由浅

入深、环环相扣. 特别是以结构不良题型的呈现方

式，将几种求和（放缩）模型融入一道例题中，构思

巧妙且富有新意. 在教学过程中，教师并不是简单地

给题、做题、讲题，而是多次巧妙地分阶段呈现问

题，引导学生关注数列通项与求和公式之间的关系，

以加深学生对相等与不等之间联系的体会.
3. 教学实现破题有术，学生素养有所提升

本节课中，总结了数列和式放缩的三种常见模型

和放缩步骤，使得破解数列和式不等式问题有规律可

循、有方法可依. 通过对数列和式放缩法的学习，能

有效提升学生的数学运算、逻辑推理和数学抽象素养.
参考文献：

［1］ 章建跃. 核心素养立意的高中数学课程教材

教法研究［M］. 上海：华东师范大学出版社，

2021.
［2］王先义. 基于“生本”理念的“一题一课”微

专题复习课探究：以“含参函数零点问题”

为例［J］. 中学数学月刊，2023（1）：25-30.
［3］ 王萍萍. 立足最近发展区 追求自然生长：

以“数列放缩”为例谈高三解题教学［J］. 中

学教研（数学），2021（7）：19-22.
［4］ 王连英. 基于深度学习的“数列不等式放缩”

复习课的微设计［J］. 数学通讯，2021（16）：

27-30.

·· 45


