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１．问题提出

圆锥曲线中的综合问题是高考的重点和热点，
学生在选修２－１的学习过程中对各类题型有过初

步的接触，但对问题的认识还停留于表面，计算能力

欠缺，攻克解析几何综合题的信心不足．究其原因，
笔者发现，当下不少学校在解析几何的复习中存在

的普遍现象就是：脱离教材，题海战术，大题量，快节

奏，教师多半讲授的是“投机取巧的实战经验”，导致

的结果往往是：学生审题不清，本源不明，解题无序，
推论无理；算理不存；教师教得累，学生学得苦．

为了提升教师的思想认识，不断优化教学行为，
前不久，笔者受武汉市江岸区教研室邀请，围绕解析

几何综合问题上了一节高三一轮复习展示课，深受

好评．本文将这一节课的教学过程和笔者的思考展

现出来，希望对大家的教学有所启发．
２．教学设计展示

２．１　 教学目标

（１）学会 从 不 同 角 度 分 析 几 何 量 变 化 间 的 关

系，树立辩证思维；在不同方法的比较中体会解决定

点问题的基本方法．
（２）立足几何直观，经历运算求解过程，渗透数

形结合的思想，促进直观想象、数学运算等核心素养

的提升．
（３）通过对课本习题的研读与思考，并利用结论

优化解题过程，激发学生的学习兴趣，树立攻破压轴

试题的信心，帮助学生树立正确的课本观，学会学习．
２．２　 教学重难点

教学重点：体会解析几何中的辩证思维，领悟求

解定点问题的一般方法．
教学难点：对教材例题的研究和拓展，由此抽象

出基本模型．
２．３　 教学过程

授课对象为普通班的学生，本节课采取的是“小
组合作，先学再交，先练再讲”授课模 式，课 前 教 师

已将例题１（如下）让学生提前进行了思考．

例题１　 如图１，椭圆Ｃ：ｘ
２

４＋
ｙ２
２ ＝１

的左顶点

为Ａ，过原点Ｏ的直线（与坐标轴不重合）与椭圆Ｃ
交 于Ｐ、Ｑ两点，直线ＰＡ、ＱＡ分别与ｙ轴交于Ｍ、Ｎ
两点，试问以ＭＮ 为直径的 圆 是 否 过 定 点？证 明 你

的结论？

图１

２．３．１　 解法探讨

上课开始，教师巡视课堂，收集不同解法，通过

投影仪展示出来．
法１　设直线ＡＰ的方程为ｙ＝ｋ（ｘ＋２），代入

椭圆方程得

（２ｋ２＋１）ｘ２＋８ｋ２　ｘ＋８ｋ２－４＝０．

显然Δ＞０，由韦达定理得ｘＡ·ｘＰ ＝８ｋ
２－４

２ｋ２＋１
，

又ｘＡ ＝－２，故ｘＰ ＝２－４ｋ
２

２ｋ２＋１
，则ｙＰ ＝ｋ（ｘＰ＋２）＝

４ｋ
２ｋ２＋１

，即 Ｐ（２－４ｋ
２

２ｋ２＋１
， ４ｋ
２ｋ２＋１

），则 Ｑ（２－４ｋ
２

２ｋ２＋１
，

－４ｋ
２ｋ２＋１

），于是ｋＡＱ ＝ｙＱ－ｙＡｘＱ－ｘＡ ＝－
１
２ｋ
，所以直线ＡＱ

的方程为：ｙ＝－１２ｋ
（ｘ＋２），则Ｎ（０，－１ｋ

）．

又易得Ｍ（０，２ｋ），则以ＭＮ 为直径的圆的方程

为ｘ２＋（ｙ－２ｋ）（ｙ＋１ｋ
）＝０，即

ｘ２＋ｙ２＋（１ｋ－２ｋ
）ｙ－２＝０ ①

若圆过定点，则 ① 式对变量ｋ恒成立，故
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ｙ＝０，

ｘ２＋ｙ２－２＝０｛ ，
即 ｘ＝±槡２，
ｙ＝０烅
烄

烆 ，

故圆过定点（±槡２，０）．
法２　 不妨设直线ＰＱ 的方程为ｙ＝ｋｘ（ｋ＞

０），联立椭 圆 方 程 得（２ｋ２＋１）ｘ２ ＝４，解 之 得ｘ＝

± ２
２ｋ２　＋槡 １

， 易 得 Ｐ（ ２
２ｋ２　＋槡 １

， ２ｋ
２ｋ２　＋槡 １

），

Ｑ（ －２
２ｋ２　＋槡 １

， －２ｋ
２ｋ２　＋槡 １

），则直线ＰＡ 的方程为ｙ＝

ｋ
１＋ ２ｋ２　＋槡 １

（ｘ ＋ ２）， 令 ｘ ＝ ０ 得 ｙ ＝

２ｋ
１＋ ２ｋ２　＋槡 １

，则Ｍ（０， ２ｋ
１＋ ２ｋ２　＋槡 １

）．

同理可得Ｎ（０， ２ｋ
１－ ２ｋ２　＋槡 １

），于 是 圆 的 方 程

为ｘ２＋（ｙ－ ２ｋ
１＋ ２ｋ２　＋槡 １

）（ｙ－ ２ｋ
１－ ２ｋ２　＋槡 １

）＝

０，整理得：

ｘ２＋ｙ２＋２ｋｙ－２＝０ ②

若圆过定点，则 ② 式对变量ｋ恒成立，故

ｙ＝０，

ｘ２＋ｙ２－２＝０｛ ，
即 ｘ＝±槡２，
ｙ＝０烅
烄

烆 ，

故圆过定点（±槡２，０）．
法３　设Ｍ（０，ｍ），由Ａ（－２，０），则直线ＡＭ 的

方程为ｙ＝ｍ２
（ｘ＋２），联立椭圆方程得：

（ｍ２＋２）ｘ２＋４ｍｘ＋４ｍ２－８＝０，

由Δ＞０，结合韦达定理得ｘＡ·ｘＰ ＝４ｍ
２－８

ｍ２＋２
，

于是ｘＰ ＝２ｍ
２－４

ｍ２＋２
，则ｙＰ ＝ｍ２

（ｘＰ＋２）＝ ４ｍ
ｍ２＋２

，

即Ｐ（２ｍ
２－４

ｍ２＋２
，４ｍ
ｍ２＋２

），则Ｑ（－２ｍ
２－４

ｍ２＋２
，－４ｍ
ｍ２＋２

），

于是ｋＡＱ ＝ｙＱ－ｙＡｘＱ－ｘＡ ＝－
１
ｍ
，所以直线ＡＱ的方程为：

ｙ＝－１ｍ
（ｘ＋２），则Ｎ（０，－２ｍ

）．则以ＭＮ 为直径的

圆的方程为ｘ２＋（ｙ－ｍ）（ｙ＋２ｋ
）＝０，即

ｘ２＋ｙ２＋（２ｍ－ｍ
）ｙ－２＝０ ③

若圆过定点，则 ③ 式对变量ｍ恒成立，故

ｙ＝０，

ｘ２＋ｙ２－２＝０｛ ，
即 ｘ＝±槡２，
ｙ＝０烅
烄

烆 ，

故圆过定点（±槡２，０）．

法４　设Ｐ（ｍ，ｎ），则Ｑ（－ｍ，－ｎ），则直线ＡＰ

的方程 为ｙ＝ ｎ
ｍ＋２

（ｘ＋２），令ｘ ＝０，得ｙ ＝

２ｎ
ｍ＋２

，即Ｍ（０，２ｎｍ＋２
）．

同理直线ＡＱ的方程为ｙ＝ ｎ
ｍ－２

（ｘ＋２），可得

Ｎ（０，２ｎｍ－２
），则以ＭＮ 为直径的圆的方程为：ｘ２＋

（ｙ－ ２ｎ
ｍ＋２

）（ｙ－ ２ｎ
ｍ－２

）＝０．结合ｍ
２

４ ＋
ｎ２
２ ＝１

，圆

的方程可化简为：

ｘ２＋ｙ２－ ４ｍｎ
ｍ２－４ｙ－

２＝０ ④

若圆过定点，则 ④ 式对变量ｍ，ｎ恒成立，故

ｙ＝０，

ｘ２＋ｙ２－２＝０｛ ，
即 ｘ＝±槡２，
ｙ＝０烅
烄

烆 ，

故圆过定点（±槡２，０）．
问题１　 从对已知条件的利用视角出发，比较

以上四种解法的异同．
对于如何利用Ｐ点在椭圆上这一关键条件，解

法１和解法３都是将直线和椭圆联立起来，借助韦

达定理求解；解法２中设出的直线由于过椭圆的中

心，采取直接联立求出交点，反而简单；解法４直接

设出坐标，最后借助方程消参．前３种解法都有将直

线方程和椭圆联立后消元的过程，计算量大，第４种

方法没有这一环节，相对简单．
设计目的 　 解析几何的难点之一就是不会合

理转化，题目条件的利用角度很重要，小组合作能取

长补短，集思广益；一题多解能开阔学生的思维，让

彼此在不同的方法和比较中看到优劣，学会选择．
２．３．２　 深化理解

问题２　 下面是以上四种解法的思维流程（如

图２），概括出四种解法的共性？

图２

都是通过引入参数，进而从不同的角度来表述

刻画题目中的数量和位 置 关 系，得 出 Ｍ、Ｎ 两 点 坐

标后，再用含有参数的等式表示圆的方程，最后都将

问题转化为恒成立问题．
问题３　 如图３，从代数的角度分析，你认为本

题中圆过定点的本质是什么？
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图３

圆过定点则表示存在一对有序实数（ｘ，ｙ）代入

圆的方程恒成立，即等式的成立与参数的取值无关．
设计目的 　 四种解法引入的参数不同，源于对

“引发运动变化的原因”有着不同的视角，图形中涉

及的点线位置关系相互联系，牵一发而动全身，问题

１的设计在于引导学生从不同的角度分析问题，树

立辩证思维，培养思维的灵活性；问题２的设计有助

于学生对解析几何中定点问题本质的理解：即将几

何问题代数化，进而将问题转化为恒成立问题．
２．３．３　 数学探究

问题４　 阅读课本选修２－１第４１页例３（如图

４），能否将结论推广到一般、逆命题是否成立？

图４

结论１　 平面内到两定点连线斜率之积为定值

（不等于－１的负数）的动点轨迹为椭圆．
结论２　 椭圆上的一点与椭圆长轴两端点连线

斜率之积为定值．

问题５　 若ＡＢ为过椭圆ｘ
２

ａ２＋
ｙ２
ｂ２ ＝１

（ａ＞ｂ＞

０）中心的任意一条弦，Ｍ为椭圆上异于Ａ，Ｂ的任意

一点，则直线ＭＡ、ＭＢ 的斜率之积是否为定值？

解 　 设 Ｍ（ｘ０，ｙ０），Ａ（ｘ１，ｙ１），则 Ｂ（－ｘ１，

－ｙ１），于是ｘ
２
０

ａ２＋
ｙ２０
ｂ２ ＝１

，ｘ
２
１

ａ２＋
ｙ２１
ｂ２ ＝１

，两式相减得ｘ
２
０

ａ２

－ｘ
２
１

ａ２＋
ｙ２０
ｂ２－

ｙ２１
ｂ２ ＝０

，即ｘ
２
０－ｘ２１
ａ２ ＝－ｙ

２
０－ｙ２１
ｂ２

，则

ｋＭＡ·ｋＭＢ ＝ｙ０－ｙ１ｘ０－ｘ１
·ｙ０＋ｙ１
ｘ０＋ｘ１

＝ｙ
２
０－ｙ２１
ｘ２０－ｘ２１

＝－ｂ
２

ａ２．

结论３　 若ＡＢ为过椭圆ｘ
２

ａ２＋
ｙ２
ｂ２ ＝１

（ａ＞ｂ＞

０）中心的任意一条弦，Ｍ为椭圆上异于Ａ，Ｂ的任意

一点，则直线ＭＡ、ＭＢ 的斜率之积为定值－ｂ
２

ａ２．

设计目的 　 通过对课本例题结论的拓展，抽象

出基本图形，得出基本结论．在教给学生探究问题的

方法基础上，引导学生进行数学探究活动，培养思维

的深刻性，激发学生学习数学的兴趣．
２．３．４　 学以致用

问题６　 从图形中观察，例题１与课本例题有

什么联系？

都有一条通过椭圆中心的弦，都有椭圆上另外

一点与弦的两端点连接着．
问题７　 能 否 借 助 结 论３快 速 对 例 题 给 出 解

答？

设直线ＡＰ的方程为ｙ＝ｋ１（ｘ＋２），令ｘ＝０，
得Ｍ（０，２ｋ１）．设直线ＡＱ 的方程为ｙ＝ｋ２（ｘ＋２），
令ｘ＝０，得Ｎ（０，２ｋ２）．则以ＭＮ为直径的圆的方程

为ｘ２＋（ｙ－２ｋ１）（ｙ－２ｋ２）＝０．

由结论３知ｋ１ｋ２ ＝－ｂ
２

ａ２ ＝－
１
２
，则圆的方程可

以简化为

ｘ２＋ｙ２－２（ｋ１＋ｋ２）ｙ－２＝０ ⑤
若圆过定点，则 ⑤ 式对变量ｋ１，ｋ２ 恒成立，故

ｙ＝０，

ｘ２＋ｙ２－２＝０｛ ，
即 ｘ＝±槡２，
ｙ＝０烅
烄

烆 ，

故圆过定点（±槡２，０）．
问题８　 给出下列试题的简解：
（２０１１年江苏高考）如图５，在平面直角坐标系

图５

ｘＯｙ中，过坐标原点的动直

线交椭圆ｘ
２

４＋
ｙ２
２ ＝１

于Ｐ、

Ａ两点，其中Ｐ在第一象限，
过Ｐ点作ｘ轴的垂线，垂足

为Ｃ，连接ＡＣ并延长交椭圆

于点Ｂ，若直线ＰＡ的斜率为

正，求证：ＰＡ⊥ＰＢ．
证明 　 设Ｐ（ｘ０，ｙ０），

则Ａ（－ｘ０，ｙ０），Ｃ（ｘ０，０），那么ｋＰＡ ＝ｙ０ｘ０
，ｋＡＢ ＝ｙ０２ｘ０

，

而由结论３知ｋＡＢｋＰＢ ＝－ｂ
２

ａ２ ＝－
１
２
，所以

ｋＰＡｋＰＢ ＝ｋＰＡ·（－ １
２ｋＡＢ

）＝ｙ０ｘ０
·（－ｘ０ｙ０

）＝－１，

所以ＰＡ ⊥ＰＢ．
设计目的 　 引导学生抓住基本图形，站在结论

的基础上审视问题，例题１和江苏高考试题的解法

便能”一眼望穿”，既能激发学生学习的兴趣，又 有

助于学生克服解析几何中的畏难情绪．通过展示课

５５·复习参考·　 　 　　　　　　　　　　 数学通讯 —２０１９年第７期（下半月）



本例题的潜在价值，帮助学生树立正确的课本观．
２．４　 课堂总结

问题９　 请同学们从知识、方法、数学思想等方

面说说本节课你有哪些收获？并结合本节课的学习

说说一轮复习中要注意哪些问题？

设计目的 　 让学生对一节课的教学内容有整

体认识和感悟，培养学生及时归纳、总结和反思的习

惯，通过对学习过程的回顾，让学生体会到课本在复

习过程中的价值，引导学生形成科学的学习方法．
２．５　 课后巩固

练 习１：椭圆Ｅ：ｘ
２

ａ２＋
ｙ２
ｂ２ ＝１

（ａ＞ｂ＞０）的离心

率 是槡２
２
，过点Ｐ（０，１）的动直线ｌ与椭圆交于Ａ，Ｂ两

点，当直线ｌ平行于ｘ轴时，直线ｌ被椭圆截得的弦

长为 槡２　２．
（１）求椭圆Ｅ的方程；
（２）在平面直角坐标系ｘＯｙ 中，是否存在与点

Ｐ不同的定点Ｑ使得｜ＱＡ｜
｜ＱＢ｜＝

｜ＰＡ｜
｜ＰＢ｜

恒成立？若存

在，求出Ｑ点的坐标；若不存在，说明理由．
练习２：（２０１２年湖北高考题）过原点且斜率为

ｋ的直线交曲线Ｃ：ｘ２＋ｙ
２

ｍ２＝１
（ｍ＞０且ｍ≠１）于

Ｐ、Ｑ两点，其中Ｐ在第一象限，它在ｙ轴上的射影为

点Ｎ，直线ＱＮ 交曲线Ｃ于另一点Ｈ，是否存在ｍ，
使得对任意的ｋ＞０，都有ＰＱ ⊥ＰＨ？若存在，求ｍ
的值；不存在，说明理由．

练习３：若Ｍ为椭圆ｘ
２

ａ２＋
ｙ２
ｂ２ ＝１

（ａ＞ｂ＞０）上

任意一点，ＭＡ、ＭＢ 为椭圆上任意两条弦，且满足斜

率之积ｋＭＡ·ｋＭＢ ＝－ｂ
２

ａ２
，试判断直线ＡＢ是否过椭圆

的中心？

设计目的 　 设计练习１的目的在于巩固定点

问题的基本解法；练习２意在强化“基本图形”中的

结论在解题中的应用；练习３则是进一步将课本例

题的探究价值引向深入，激发学生的探究精神．层层

递进，让学有余力的学生思维能得到进一步的发展．
３．教学思考

授课结束后，现场的专家和老师对本节课给予

了充分的好评，他们觉得有如下几个方面的亮点值

得广大一线教师借鉴和思考．
（１）重视解法 规 律 的 提 炼 和 问 题 本 质 的 揭 示，

注重深度理解，促进核心素养的提升．

本节课，教师从学生的解法中选出了四种有代表

性的解法在课堂上先进行展示，既有助于教师了解学

情，又有助于熟悉通法，巩固基础．学习数学的目的是

发展数学思维，要求学生学会用数学的眼光观察现实

世界，用数学的方法思考世界，用数学的语言表达世

界．数学的眼光，首先是树立“变化”和“联系”的辩证

思维，其次是学习抽象概括，本节课学生的四种不同

引入参数的解题方法，恰好体现了从不同角度解决问

题的辩证思维．借助抽象概括，学生在四种不同解法

的比较中挖掘出异同点和一般规律，并揭示出定点问

题的本质，促进了学生的深度理解；学生从课本例题

中挖掘出斜率之积模型，并能用它简化问题的解答，
这正好是用数学模型解决问题的体现．

（２）对课本例题进行变式、拓展和运用，凸显了

课本在高考复习中的重要地位．
教材所选例题、习题都是历经长期打磨、检验，

具有典型的代表性、丰富的内涵性、高质的推广性、
广泛的应用性，它们既是专家命题的抓手，也是高考

命题的源泉，很多教师对此的认识只停留在口头，本
节课，教师将课本例题有机植入，引导学生进行探究

和拓展，抽象出基本模型，并借此巧妙解决问题，对

培养学生发现问题、解决问题的能力以及抽象思维

能力大有裨益．
（３）将高考真题 作 为 课 堂 教 学 的 素 材，在 问 题

的解决中帮助学生树立了成功的信心．
高考试题是命题专家精心设计的结果，往往有

一定的深度和区分度，长期以来，学生面对解析几何

解答题往往心存畏惧，课堂上教师有意识引入高考

试题作为素材，让学生在成功解决问题的过程中拥

有“获得感”，不断树立破解几何综合问题的信心．
（４）课后练习的设计独具匠心，具有层次性，让

不同水平的学生都有发展．
课堂只是学生学习过程中的一个重要环节，学

生的数学思维不能因为下课而中断，课后练习的设

计尤为重要，而这一点往往被不少教师所忽视．本节

课，教师精心设计的三个练习题包含：一般通法的求

解，模型化的巧解，开放性的探究性问题，具有层次

性，让不同能力水平的学生都能有所发展．
本节课用到的例题、习题和课本中的素材并不

新鲜，但课堂教学活动中依然能迸发出精彩的火花，
给了我很深 的 启 发，课 堂 教 学 贵 在 设 计，同 样 的 素

材，不同的处理，课堂因设计而精彩！
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