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信息技术辅助下的高中数学探究课堂研究
———以一节“直线与圆的位置关系”高三一轮复习课为例

朱慧琳

( 江苏省沙溪高级中学 江苏 苏州 215400)

摘 要:《普通高中数学课程标准( 2017 年版) 》要求，在平面解析几何的教学中，应充分发挥信息技术的作用，通过

计算机软件向学生演示方程中参数的变化对方程所表示的曲线的影响，使学生进一步理解曲线与方程的关系． 本节课

中师生借助信息技术工具，层层深入探究直线与圆不同的位置关系，几何画板的动态图形帮助学生更直观地掌握图形

特点，理清方程中的参数与图形变化间的联系，学生的直观想象、代数运算以及数学探究能力得到提高．
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1 学情分析

本节课授课对象是江苏省沙溪高级中学高三某

史政生组合班级学生，有一定数学基础知识、自主学

习能力、运算能力和综合运用知识解决问题的能力．
2 教学内容分析

本节课为高三一轮复习课，主要是在学生对直线

与圆的位置关系有一定理解的基础上进一步加深理

解、提高能力，使学生对高中数学解析几何解决问题

的方法有更进一步的认识，也为后续椭圆、双曲线以

及抛物线的复习作铺垫和方法引导．
教学目标 ( 1) 能够根据给定直线、圆的方程，判

断直线与圆的位置关系; 能够根据直线与圆的位置关

系，求出相应的方程或确定方程中参数的值与范围;

能够利用直线和圆的方程解决一些简单的数学问题

与实际问题．
( 2) 通过习题多解法的探究，体验数形结合的数

学方法，比较代数法与几何法在解题中的优劣，能够

根据题目中所给的不同条件选择合适的求解方法．
( 3) 在探究过程中锻炼学生用数学的眼光来看待

问题，培养直观想象、数学运算等数学核心素养．
教学重点 对于直线与圆位置关系的图形特点、

代数特征、几何特征的转化．
教学难点 解题过程中根据已知条件优选方法

( 几何法、代数法) 进行解题．
3 过程实录

3． 1 立足基础，知识梳理

课前热身 已知⊙M: x2 + y2 － 2x － 2y － 2 = 0，直

线 l: 2x + y + 2 = 0．
问题 1 直线 2x + y + b = 0 与⊙M 相交于 C，D 两

点，求 b 的范围; 若 CD = 2■3，求 b 的值．
生 1: 直线与圆相交，即圆心到直线的距离

d = |2 + 1 + b |

■5
= |3 + b |

■5
＜ r．

又 r = 2，解得 b∈( － 3 － 2■5，－ 3 + 2■5 ) ．
第二小问由垂径定理基本图形可知，圆心到直线

的距离 d = r2 － ( CD2 )■
2 = ■4 － 3 = 1 ．

又 d = |3 + b |

■5
= 1，

解得 b = － 3 － 2■5或 b = － 3 + 2■5 ．
生 2: 直线与圆相交，从代数角度来看就是直线方

程与圆方程联立的方程组有两解，消元得

5x2 + ( 4b + 2) x + b2 + 2b － 2 = 0，

此方程有两解则△ ＞ 0，

解得b∈( － 3 － 2■5，－ 3 + 2■5 ) ．
师: 两位同学分别从几何与代数角度精准刻画了

直线与圆相交这一位置关系，思路清晰，计算准确． 生

1 提示我们由垂径定理可得圆里的弦长公式为 l =

2 r2 － d■ 2 ．
问题 2 求过点 F( － 1，0) 的⊙M 的切线方程，并

求切线长．
生 3: 直线与圆相切，就是圆心到直线的距离等于

半径． 设直线为 y = k( x + 1) ，由 d = |2k － 1 |
k2■ + 1

= 2，解得
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k = － 3
4 ，直 线 方 程 为 3x + 4y + 3 = 0，切 线 长 l =

Mf 2 － d■ 2 = 1．
师: 点 F( － 1，0) 易知在圆外，因此过点 F 应该可

作圆的两条切线，但按照生 3 的解法为什么只能求出

一条切线? 另外一条切线方程是什么?

生 3: 哦! 直线斜率不存在的情况，即直线方程为

x = －1，此时圆心到这条直线的距离 d = |1 － ( －1) | =
2 = r，也符合题意．

师: 研究直线与圆相切问题时，先通过判断点与

圆位置关系，确定切线条数，容易出错的情况是切线

斜率不存在，先判断再计算! 通过上面两个小题，我

们运用了直线与圆的位置关系的代数与几何特征，我

们一起来回顾总结． ( 教师板书梳理见表 1)
表 1

位置关系 相交 相切 相离

图形

代数特征 △ ＞ 0 △ = 0 △ ＜ 0

几何特征 d ＜ r d = r d ＞ r

问题 3 P 为 l 上的动点，过点 P 作⊙M 的切线，

求切线长的最小值．

生 4: 连接MP，在Ｒt△APM 中，AP = MP2 －MA■ 2 =

MP2■ －4 ． 因此 MP 取得最小值时，AP 取得最小值，而

MPmin =
|2 +1 +2 |

■5
=■5，APmin =1．

生 5: 由垂径定理图形可知，当 MP⊥l 时，切线长最

小，dM － l =
|2 +1 +2 |

■5
=■5，APmin = (■5 ) 2 －2■ 2 =1．

师: 比较这两位同学的两种解法，显而易见，通过

挖掘图形的几何性质能够更快地解决此类问题． ( 教

师几何画板展示图 1 动态过程)

问题 4 P 为 l 上的动点，过点 P 作⊙M 的切线

PA，PB，切点为 A，B，求四边形 PAMB 面积的最小值．

生 6: S四边形PAMB = 2S△APM = 2 × 1
2 × AM × AP =

2AP，因此( S四边形PAMB ) min = 2APmin = 2．
师: 上面两个问题的解决中同学都将所求量进行

了巧妙的转化，( 3) 中将切线长转化为圆心到直线的

距离; ( 4) 中更是将四边形面积转化为三角形面积再

转化为切线长．
变式 1 直线 2x + y + t = 0 上存在一点 Q，过点 Q

作 M: x2 + y2 － 2x － 2y － 2 = 0 的切线 QA，QB，A，B 为

切点，使∠AQB = 60 ° ，求 t 的取值范围．
生 7: 由图易知( 生 7 在图 1 的基础上稍作变化得

到图 2) 当∠AQB = 60°时，由于∠MAQ，∠MBQ 均为直

角，因此点 Q 运动过程中四边形 AMBQ 形状不变，即

点 Q 到圆心的距离 MQ = 4，这就要求直线到圆心的距

离小于等于 4，由此可求得 － 3 － 4■5≤t≤ － 3 + 4■5 ．

生 8: 根据 M( 1，1) 为定点，线段 MQ = 4 可知，点

Q 运动的轨迹为以 M 为圆心，半径为 4 的圆，同时点

Q 又在直线上，因此只需直线和点 Q 轨迹圆有公共点

即可．
师: 紧紧抓住相切的几何图形特征，将角度不变

转化为线段定长，进一步转化为圆心到直线的距离问

题或直线与圆位置关系，十分灵活高效． 其实此问题

的核心在于，直线上要存在到圆心距离等于 4 的点，

而圆心到直线距离越小，此条件越容易满足．
3． 2 典例剖析，深化理解

例题 1 ( 2020 年全国Ⅰ卷理 11) 已知⊙M: x2 +
y2 － 2x － 2y － 2 = 0，直线 l: 2x + y + 2 = 0，P 为 l 上的动

点，过点 P 作⊙M 的 切 线 PA，PB，切 点 为 A，B，当

PM · AB 最小时，直线 AB 的方程为( ) ．
A． 2x － y － 1 = 0 B． 2x + y － 1 = 0
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C． 2x － y + 1 = 0 D． 2x + y + 1 = 0
生 9: 由题可知，PM⊥AB．

因此 S四边形APBM = 1
2 · |PM |· |AB | ．

又 S四边形APBM = 2S△AMP = |AM |· |AP | = 2 |AP |，

故有 |PM |· |AB | = 4 |AP | = 4 |PM | 2■ － 4 ．
当 PM⊥l 时，| PM | 取得最小值，PM · AB 取

得最小值，此时 AB / / l，可排除 A，C 选项．
( 教师用几何画板展示图 3，引导学生观察动态

图形)

生 10: PM⊥ l 时，可以求得 | PM | min =
5

■4 + 1
=

■5，此时 |AB | = 4

■5
，则 dM － AB = |AM | 2 － AB

2■
2

= 4

■5
，

由此检验 M( 1，1) 到 B，D 两选项直线的距离可知，应

选 D．
生 11: AB 直线也可以看作以线段 PM 为直径的

圆与圆 M 的公共弦( 几何画板展示图 4) ，通过两圆方

程相减求出公共弦方程．
由 PM⊥l 可求得 PM: x － 2y + 1 = 0，与 l 交于点

P( － 1，0) ，用直径式求出圆方程

( x － 1) ( x + 1) + ( y － 1) ( y － 0) = 0．
整理，得 x2 + y2 － y － 1 = 0．
与圆 M 方程相减得直线 AB: 2x + y + 1 = 0．

生 12: 通过精准作图可知，满足条件时直线 AB 在

y 轴上截距为负，可较快得出应选 D．
( 教师用几何画板展示图 5，验证生 12 想法)

师: 生 9 通过观察图形的几何特征并进行巧妙转

化，找到最值位置，化动为静，又采取选择题解题策

略，排除两个错误选项，提高了解题正确率． 生 10、生
11 从不同角度通过一定量的计算得出了准确答案． 生

12 通过观察图形，利用选择题策略从选项入手，秒杀

正确答案． 通过前面的练习，各位同学对于圆与直线

相切问题的这个基本图象的相关问题有了更深刻的

理解，几何解法体现出了较大的优势，图形转化起来

也更加熟练、灵活，下面我们把条件稍作变化．
例题 2 ( 2011 年全国卷文 20) 在平面直角坐标

系 xOy 中，曲线 y = x2 － 6x + 1 与坐标轴的交点都在圆

C 上．
( 1) 求圆 C 的方程;

( 2) 若圆 C 与直线 x － y + a = 0 交于 A，B 两点，且

OA⊥OB，求 a 的值．
生 13: 圆 C: ( x － 3 ) 2 + ( y － 1 ) 2 = 9; 第二问由

OA⊥OB可知，点 O 在以线段 AB 为直径的圆上，AB 则

为此圆与圆 C 的公共弦，猜测可用公共弦求法解决．
师: 生 13 想法很好，通过垂直关系发现了隐性

圆，很多同学和他也有相似的想法，请同学们操作一

下，求出参数 a 的值．
生 13: 求解过程有些困难，A，B 两点的坐标都无

法确定，以线段 AB 为直径的圆方程不好求．
生 14: 可设 A( x1，y1 ) ，B( x2，y2 ) ，以线段 AB 为直

径的圆方程为

( x － x1 ) ( x － x2 ) + ( y － y1 ) ( y － y2 ) = 0．
化简，得

x2 + y2 － ( x1 + x2 ) x － ( y1 + y2 ) y + x1x2 + y1y2 = 0．
观察式子结构联想到韦达定理，将直线方程与圆

方程联立
( x － 3) 2 + ( y － 1) 2 = 9，

x － y + a = 0{ ．

消元，得 2x2 + 2( a － 4) x + a2 － 2a + 1 = 0．
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由题意直线与圆相交应满足

△ = 56 － 16a － 4a2 ＞ 0．

从而

x1 + x2 = 4 － a，

x1x2 =
a2 － 2a + 1

2{ ，

y1 + y2 = x1 + x2 + 2a = 4 + a，

y1y2 = x1x2 + a( x1 + x2 ) + a2 = a2 + 6a + 1
2{ ．

将这些式子代入圆方程可得 x2 + y2 － ( 4 － a) x －
( 4 + a) y + a2 + 2a + 1 = 0，原点( 0，0 ) 在此圆上，代入

可求得 a = － 1．
生 15: 不 必 求 出 以 线 段 AB 为 直 径 的 圆 方 程，

OA⊥OB 可利用向量数量积 x1x2 + y1y2 = 0 更快得到

等量关系!

师: 同学们的讨论非常热烈，得出的结论也很有

价值． 通过上面三位同学的讨论，我们容易发现几何

解法不是一定更容易的，该要算时也得算，低头计算

前不妨先抬头考察不同算法的难易，以求用更简计算

解决问题．
变式 2 若圆 C 与直线 x － y + a = 0 交于 A，B 两

点，且 CA⊥CB，求 a 的值．

生 16: 已知 C ( 3，1 ) ，则
→��CA· →��CB = x1x2 － 3 ( x1 +

x2 ) + y1y2 － ( y1 + y2 ) + 10 = 0，代入韦达定理式，结合

△ = 56 － 16a － 4a2 ＞ 0，可解得 a = 1 或 － 5．

生 17: 从图形上看，由
→��CA⊥ →��CB且 CA = CB = 3，则

△CAB 为等腰直角三角形，因此圆心 C 到直线 AB 的

距离为
3

■2
= |3 － 1 + a |

■2
，也可解得相同答案．

师: 显然生 17 的几何解答更为精妙!

4 教学感悟

4． 1 注重引导，引学生面对问题主动探究

“教解法不如教想法．”本节课中教师层层铺垫，

从学生较熟悉的问题起步，慢慢挖掘、步步深入，注重

引导学生独立审题、独立思考、提出想法、交流解法，

这样当学生面对新的问题情境时，能够有意识地根据

自己已有的解题经验，抱着一种研究者的心态，克服

畏难情绪，以探究者的心态，深入挖掘题目中的信息，

分析、解决问题．
教师有意识地引导学生利用几何画板工具来探

究几何图形，虽然绘制第一幅图片时学生花费了一些

时间，但教师有意将本节课探究的问题从同一背景条

件展开，后续学生作图只需在前面的图形上稍作修

改，大大提高了探究效率．
4． 2 生生对话、师生对话，使数学探究真发生

在本节课中，通过学生与学生、教师与学生的对

话实现对问题的探讨，在对话中，学生的思维发散开

来，对于所学知识进行广泛联系、有意识地从不同视

角去观察和分析，不同的想法碰撞出智慧的火花，提

升了学生的思维质量，激发了学生的创造力，在不断

地对话探讨中，一个个复杂的问题被抽丝剥茧逐步攻

克． 在对话中，学生大胆发表不同的解法，并有意识地

比较解法的优劣，有利于学生在后续的解题前先进行

解法的选择，简化计算提高解题速度与正确率．
4． 3 巧妙设问，让探究学习中充满矛盾与惊喜

教师在设计问题时，不仅注重难度的层层设问，

并且当学生在课前热身与例题 1 的不断变式练习中，

对于此类问题的基本图形理解不断深入，图形转化趋

于熟练，对于这类问题解决渐渐走入图形转化的固定

模式时，设计了例题 2，尤其在第二问中，学生通过探

究发现之前熟悉的几何解法优势不再，反而传统的

“设而不求”的代数方法能够快速解决问题时，学生心

中产生强烈的矛盾冲突，颇有“豁然开朗”之感． 相信

经历过这种冲突感，学生对于解析几何的几何与代数

解法会有更加深刻的理解．
4． 4 技术辅助，为学生探究学习锦上添花

在本节课中，几何画板的使用无疑为学生探究图

形特点提供了极大的便利，使学生能够更直观地从图

形中观察到数学问题中所要求的最值位置，从而能够

帮助学生形成解题思路． 同时，几何画板绘图的过程

也是学生自主探究的过程，通过画图，图形间的位置

关系梳理清楚了，直观想象能力自然而然地得到了锻

炼． 在信息技术辅助教学的过程中也需注意，信息技

术只是工具，起到辅助作用，教学时需注意时间分配，

提前做好必要的准备，才能更好地提高课堂效率．
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