
＋ ５φ，即３２
３ π ＋ ５φ ＝ φ ＋ １２π，解得 φ ＝ π

３ ；当 φ ∈

图 ２

π，２π( ) 时， 如

图 ２，∑
５

ｉ ＝ １
ｔｉ ＝ φ ＋

ｔ２ ＋ ｔ３( ) ＋
ｔ４ ＋ ｔ５( ) ＝ φ ＋

６π ＋ １０π ＝ φ ＋ １６π，另有∑
５

ｉ ＝ １
ｔｉ ＝ ∑

５

ｉ ＝ １
２ｘｉ ＋ φ( ) ＝

２∑
５

ｉ ＝ １
ｘｉ ＋ ５φ ＝ ２ × １６π

３ ＋ ５φ ＝ ３２π
３ ＋ ５φ，即３２

３ π ＋ ５φ

＝ φ ＋ １６π，解得 φ ＝ ４π
３ ． 故答案为

π
３ 或者

４
３ π．

点评：借助整体代换思维将原问题转化为余弦

曲线上的问题，便于画草图进行数形结合，再结合

函数图像的对称性质，对参数加以分类讨论，通过

参数值的方程破解问题．
３． 链接高考
（２０２２ 年全国高考甲卷理科第 １１ 题）设函数

ｆ（ｘ） ＝ ｓｉｎ ωｘ ＋ π
３( ) 在区间 （０，π） 恰有三个极值

点、两个零点，则 ω 的取值范围是（ 　 　 ） ．

Ａ． ５
３ ，１３６[ ) 　 　 　 　 Ｂ． ５

３ ，１９６[ )

Ｃ． １３
６ ， ８

３( ] 　 Ｄ． １３
６ ，１９６( ]

解析：依题意可得 ω ＞ ０， 因为 ｘ ∈ ０，π( ) ，所

以 ωｘ ＋ π
３ ∈ π

３ ，ωπ ＋ π
３( )， 要使函数在区间

０，π( ) 上恰有三个极值点、两个零点，又 ｙ ＝ ｓｉｎｘ，ｘ

∈ π
３ ，３π( ) 的图像如图 ３ 所示，则 ５π

２ ＜ ωπ ＋ π
３ ≤

３π， 解得
１３
６ ＜ ω ≤ ８

３ ， 即 ω ∈ １３
６ ， ８

３( ] ． 故选 Ｃ．

图 ３
巧妙借助整体代换的思想，将问题转化到余弦

曲线上，从而大大降低了作图难度，便于数形结合，
得以正确求解． 这种类型题目一般难度较大，重点

考查学生应用所学知识分析和解决问题的能力．
“整体代换”是解决三角函数图像性质问题的常用

代数方法，通常再搭配数形结合的思想不仅可以使

问题变得简单明了、容易下手，而且在解决问题的

过程中减少了不必要的细节分析和画图的麻烦．
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例说全概率公式与贝叶斯公式的运用

广东省惠州市第一中学　 （５１６００７） 　 方志平

　 　 全概率公式在新版高中数学教材中具备“承上

启下”的过渡作用，是条件概率概念的延伸，应用的

关键是对样本空间做好划分，在表现形式上拓展了

条件概率，同时也作为贝叶斯公式成立的理论基

础． 贝叶斯公式是概率论中极为重要的公式，它以

其灵活的特性与简洁的表达方式，受到了广泛重

视． 贝叶斯公式的意义在于，根据事件的结果可以

探寻引起该事件发生的原因，即“执果求因” ． 下面

举例说明全概率公式与贝叶斯公式的实际运用，供
教与学参考．

１． 全概率公式与贝叶斯公式的介绍
（１）全概率公式：设 Ａ１，Ａ２，…，Ａｎ 是一组两两互

斥的事件， Ａ１ ∪ Ａ２ ∪ … ∪ Ａｎ ＝ Ω， 且 Ｐ Ａｉ
( ) ＞ ０，

ｉ ＝ １，２，…，ｎ， 则对任意的事件 Ｂ ⊆ Ω， 有 Ｐ Ｂ( ) ＝

∑
ｎ

ｉ ＝ １
Ｐ Ａｉ

( )Ｐ Ｂ Ａｉ
( )．

注意：①在对样本空间 Ω 的划分时，一定要把

导致事件 Ｂ （称为目标事件）发生的所有可能性 Ａ１，
Ａ２，…，Ａｎ 全找出来，并保证 Ａ１，Ａ２，…，Ａｎ 为两两互

不相容的事件，做到“不重不漏” ． 在此基础上，全概

率公式的实质就是通过样本空间的一个合适的划

分，将一个复杂事件的概率转化为若干个简单事件

的概率之和，使复杂问题简单化． 这正是数学中常

用的“化整为零”的思想．
②如果把 Ａ１，Ａ２，…，Ａｎ 看作是引起事件 Ｂ 发生

的所有可能“原因”，那么全概率公式表明，目标事
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件 Ｂ 发生的概率实际上就是该事件在这些“原因”
下的 条 件 概 率 的 加 权 平 均， 其 中 权 重 分 别 为

Ｐ Ａｉ
( ) ． 因此，全概率公式也称为“由因导果”公式．

（２）贝叶斯公式：设 Ａ１，Ａ２，…，Ａｎ 是一组两两互

斥的事件， Ａ１ ∪ Ａ２ ∪ … ∪ Ａｎ ＝ Ω， 且 Ｐ Ａｉ
( ) ＞ ０，

ｉ ＝ １，２，…，ｎ， 则对任意的事件 Ｂ ⊆ Ω，Ｐ Ｂ( ) ＞ ０，

有 Ｐ Ａｉ Ｂ( ) ＝
Ｐ Ａｉ

( )Ｐ Ｂ Ａｉ
( )

Ｐ Ｂ( )
＝

Ｐ Ａｉ
( )Ｐ Ｂ Ａｉ

( )

∑
ｎ

ｋ ＝ １
Ｐ Ａｋ

( )Ｐ Ｂ Ａｋ
( )

，ｉ ＝ １，２，…，ｎ．

注意：贝叶斯公式不同于全概率公式的是两个

的侧重点不同． 贝叶斯公式主要作用是在事故产生

后，对于事故责任的划分，体现出的是一种“问责”，
即“执果求因” ．

２． 全概率公式与贝叶斯公式的运用
概率是反映随机事件出现的可能性大小的度

量，而条件概率则是在给定某事件 Ａ 的条件下，另一

事件 Ｂ 发生的概率，事件 Ａ 与事件 Ｂ 的关系会影响

条件概率． 全概率公式则是利用条件概率，将复杂

的事件 Ｂ 分割为若干简单事件概率的求和问题，而
贝叶斯公式则是利用条件概率和全概率公式计算

后验概率．
例 １　 有两只箱子，每只都有 ６ 个白球 ４ 个红

球，现从第一只箱中任取一球放入第二只箱，再从

第二只箱中任取一球，求取到红球的概率．
解：假设事件 Ａ ＝ “从第二箱中取到红球”，在

取到红球的同时，我们要分析此时第二箱当中球的

颜色状态，所以，可能从第一箱中取出一个白球放

入第二箱，也可能从第一箱中取出一个红球放入第

二箱，所以我们找到了事件 Ａ发生的原因，事件 Ｂ ＝
“从第一箱中取出一个红球放入第二箱”，事件 Ｃ ＝
“从第一箱中取出一个白球放入第二箱”，这样就划

分好了样本空间，所以 Ｂ ∪ Ｃ ＝ Ω． 且 Ｂ ∩ Ｃ ＝ φ．

Ｐ Ｂ( ) ＝ ２
５ ，Ｐ Ｃ( ) ＝ ３

５ ，Ｐ Ａ Ｂ( ) ＝ ５
１１，Ｐ Ａ Ｃ( ) ＝

４
１１． 根 据 全 概 率 公 式 有 Ｐ Ａ( ) ＝ Ｐ Ａ Ω( ) ＝

Ｐ Ａ Ｂ ∪ Ｃ( ) ＝ Ｐ Ｂ( )Ｐ Ａ Ｂ( ) ＋ Ｐ Ｃ( )Ｐ Ａ Ｃ( ) ＝ ２
５

× ５
１１ ＋ ３

５ × ４
１１ ＝ ２

５ ． 故取到红球的概率为
２
５ ．

评注：由上述解法可以看出，应用的关键就是

“执果索因”，即先找到事件 Ａ 发生的原因，在寻找

原因的时候，要把原因拆分成为互斥的事件 Ｂ 与 Ｃ，
掌握了这个原理，对全概率公式的理解就会有更深

一步的认识，而不是仅仅停留在记忆公式的层面．
例 ２　 两箱产品，第一个箱子里面装有 １０ 个合

格品和 ４０ 个次品，第二个箱子里面装有 １８ 个合格

品和 １２ 个次品，随机挑中两个箱子中的一个并随机

拿出两个产品，如果第一次拿出的是合格产品，问
抽到的是第一箱的概率为多少？

解：设事件 Ｂ ｉ ＝ “抽到的是第 ｉ 箱”， ｉ ＝ １，２． Ａ ｊ

＝ “第 ｊ 次拿出的东西是合格产品”， ｊ ＝ １，２．

Ｐ Ｂ１
( ) ＝ Ｐ Ｂ２

( ) ＝ １
２ ． Ｐ Ａ１ Ｂ１

( ) ＝ １０
１０ ＋ ４０ ＝ １

５ ，

Ｐ Ａ１ Ｂ２
( ) ＝ １８

１２ ＋ １８ ＝ ３
５ ．

根据全概率公式得 Ｐ Ａ１
( ) ＝ Ｐ Ｂ１

( )Ｐ Ａ１ Ｂ１
( ) ＋

Ｐ Ｂ２
( )Ｐ Ａ１ Ｂ２

( ) ＝ ２
５ ． 根 据 贝 叶 斯 公 式 得

Ｐ Ｂ１ Ａ１
( ) ＝

Ｐ Ａ１Ｂ１
( )

Ｐ Ａ１
( )

＝
Ｐ Ｂ１

( )Ｐ Ａ１ Ｂ１
( )

Ｐ Ａ１
( )

＝ １
４ ．

评注：本题的难点是将实际问题转化为数学模

型，需要我们读懂题意，合理设出事件，用数学符号

准确表示事件． 要弄清第一次拿到的东西是合格

品，可能是来自第一箱，也可能是来自第二箱，利用

全概率公式求出 Ｐ Ａ１
( ) ． 再用贝叶斯公式求出第一

次拿 出 的 是 合 格 产 品， 是 来 自 第 一 箱 的 概 率

Ｐ Ｂ１ Ａ１
( ) ．

例 ３　 某玩具制造厂所用的遥控飞机零件，是
由 ５ 家不同的玩具零件制造厂提供的，我们根据以

往的数据分析得以下数据：一厂的零件次品率为 ０．
０１， 二厂的零件次品率为 ０． ０２， 三厂的零件次品率

为 ０． ０２， 四厂的零件次品率为 ０． ０１， 五厂的零件次

品率为 ０． ０３ ． 而它们所提供的零件份额：一厂的份

额是 ０． ２， 二厂的份额是 ０． ２， 三厂的份额是 ０． ３，
四厂的份额是 ０． ２， 五厂的份额是 ０． １ ． 已知在玩具

厂的零件储藏室里，由这四家玩具零件制造厂提供

的飞机零件的离合器，是均匀的混在一起放置的，
而且在外观上看没有任何区别．

（１）随机在储藏室里取一个离合器，求此离合

器为次品的概率；
（２）随机在储藏室里取一个离合器，若取到的

离合器是一件次品，请分析此次品出自何厂的几率

最大？
解：（１）设事件 Ａ ＝ “取到的是次品”，事件 Ｂ ＝

“取到的产品是第 ｉ 家玩具零件制造厂提供的”
ｉ ＝ １，２，３，４，５( )， 则 Ｐ Ｂ１

( ) ＝ ０． ２，Ｐ Ｂ，２
( ) ＝ ０． ２，

Ｐ Ｂ３
( ) ＝ ０． ３，Ｐ Ｂ４

( ) ＝ ０． ２，Ｐ Ｂ５
( ) ＝ ０． １． Ｐ Ａ Ｂ１

( )

＝ ０． ０１，Ｐ Ａ Ｂ２
( ) ＝ ０． ０２，Ｐ Ａ Ｂ３

( ) ＝ ０． ０２，
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Ｐ Ａ Ｂ４
( ) ＝ ０． ０１，Ｐ Ａ Ｂ５

( ) ＝ ０． ０３．

由全概率公式可得 Ｐ Ａ( ) ＝ ∑
５

ｉ ＝ １
Ｐ（Ｂ ｉ）Ｐ（Ａ ｜ Ｂ ｉ）

＝ ０． ２ × ０． ０１ ＋ ０． ２ × ０． ０２ ＋ ０． ３ × ０． ０２ ＋ ０． ２ ×
０． ０１ ＋ ０． １ × ０． ０３ ＝ ０． ０１７．

（ ２ ） 由 贝 叶 斯 公 式 得 Ｐ Ｂ１ Ａ( ) ＝
Ｐ Ｂ１

( )Ｐ Ａ Ｂ１
( )

Ｐ Ａ( )
＝ ０． ２ × ０． ０１

０． ０１７ ＝ ２
１７， Ｐ Ｂ２ Ａ( ) ＝

Ｐ Ｂ２
( )Ｐ Ａ Ｂ２

( )

Ｐ Ａ( )
＝ ０． ２ × ０． ０２

０． ０１７ ＝ ４
１７， Ｐ Ｂ３ Ａ( ) ＝

Ｐ Ｂ３
( )Ｐ Ａ Ｂ３

( )

Ｐ Ａ( )
＝ ０． ３ × ０． ０２

０． ０１７ ＝ ６
１７ ， Ｐ Ｂ４ Ａ( ) ＝

Ｐ Ｂ４
( )Ｐ Ａ Ｂ４

( )

Ｐ Ａ( )
＝ ０． ２ × ０． ０１

０． ０１７ ＝ ２
１７． Ｐ Ｂ５ Ａ( ) ＝

Ｐ Ｂ５
( )Ｐ Ａ Ｂ５

( )

Ｐ Ａ( )
＝ ０． １ × ０． ０３

０． ０１７ ＝ ３
１７．

故（１）随机在储藏室里取一个离合器，此离合

器为次品的概率为 ０． ０１７； （２）这个次品出自三厂

的可能性最大．
评注：本题求解思路是：（１）按照确定的标准，将

一个 复 杂 事 件 分 解 为 若 干 个 两 两 互 斥 事 件

Ｂｉ ｉ ＝ １，２，…，５( )；（２） 依题意得出 Ｐ Ｂｉ
( )和事件 Ａ 在

各个互斥事件 Ｂｉ 发生条件下的概率 Ｐ Ａ Ｂｉ
( )；（３） 代

入全概率公式Ｐ Ａ( ) ＝ ∑
５

ｉ ＝１
Ｐ Ｂｉ

( )Ｐ Ａ Ｂｉ
( )，计算Ｐ Ａ( )；

（４） 利用贝叶斯公式Ｐ Ｂｉ Ａ( ) ＝
Ｐ Ｂｉ

( )Ｐ Ａ Ｂｉ
( )

Ｐ Ａ( )
，依次

求出 Ｐ（Ｂｉ ｜ Ａ）（ｉ ＝ １，２，…，５） ．
例 ４　 假定小明去参加数学夏令营，选择乘火

车、轮船、汽车、飞机的概率分别为 ０． ３，０． ２，０． １，
０． ４， 若他乘火车、轮船、汽车迟到的概率分别为

０． ２，０． ３ 和 ０． ５， 而乘飞机则不会迟到． 结果他迟到

了，那么他是乘火车去参加数学夏令营的概率是

多少？
解：设事件 Ｂ ＝ “小明迟到了”， Ａ１ ＝ “小明乘火

车参加夏令营”， Ａ２ ＝ “小明乘轮船参加夏令营”， Ａ３

＝ “小明乘汽车参加夏令营”， Ａ４ ＝ “小明乘飞机参

加夏令营” ． 显然 Ａ１，Ａ２，Ａ３，Ａ４ 构成了一个完备的事

件组合，于是有： Ｐ Ａ１
( ) ＝ ０． ３，Ｐ Ａ２

( ) ＝ ０． ２，Ｐ Ａ３
( ) ＝

０． １，Ｐ Ａ４
( ) ＝ ０． ４，Ｐ Ｂ Ａ１

( ) ＝ ０． ２，Ｐ Ｂ Ａ２
( ) ＝ ０． ３，

Ｐ Ｂ Ａ３
( ) ＝ ０． ５，Ｐ Ｂ Ａ４

( ) ＝ ０． 由贝叶斯公式得

Ｐ Ａ１ Ｂ( ) ＝
Ｐ Ａ１Ｂ( )

Ｐ Ｂ( )
＝

Ｐ Ａ１
( )Ｐ Ｂ Ａ１

( )

∑
４

ｊ ＝ １
Ｐ Ａ ｊ

( )Ｐ Ｂ Ａ ｊ
( )

＝ ６
１７． 所

以小明乘火车去参加数学夏令营的概率是
６
１７．

评注：本题实质上是利用全概率公式，先求小

明迟到的概率 Ｐ Ｂ( )， 在迟到的前提下由贝叶斯公

式求 小 明 因 迟 到 而 乘 火 车 参 加 夏 令 营 的 概 率

Ｐ Ａ１ Ｂ( ) ．
例 ５　 某厂有一、二、三共三个车间，生产同种

产品，总产量中三个车间所占的比例分别是 ６０％ 、
２５％ 及 １５％， 三个车间所生产产品的次品率分别

为 ６％ 、 ８％ 及 １２％， 从该厂产品中任意抽取一件

产品，取到的恰好是次品，视次品来自一或二或三

车间，能被修复成正品的概率分别为 ０． ８，０． ５，０． ３，
求此次品能被修复成正品的概率是多少？

解：设事件 Ａｉ ＝ “抽取的产品来自第 ｉ 个车

间”， ｉ ＝ １，２，３． Ｂ ＝ “所抽产品为次品”， Ｃ ＝ “能
修复 成 正 品 ” ． 则 Ｐ Ａ１

( ) ＝ ０． ６，Ｐ Ａ２
( ) ＝ ０． ２５，

Ｐ Ａ３
( ) ＝ ０． １５． Ｐ Ｂ Ａ１

( ) ＝ ０． ０６，Ｐ Ｂ Ａ２
( ) ＝ ０． ０８，

Ｐ Ｂ Ａ３
( ) ＝ ０． １２，Ｐ Ｃ Ａ１Ｂ( ) ＝ ０． ８，Ｐ Ｃ Ａ２Ｂ( ) ＝

０． ５，Ｐ Ｃ Ａ３Ｂ( ) ＝ ０． ３． 由 全 概 率 公 式， Ｐ Ｂ( ) ＝
Ｐ Ａ１

( )Ｐ Ｂ Ａ１
( ) ＋ Ｐ Ａ２

( )Ｐ Ｂ Ａ２
( ) ＋ Ｐ（Ａ３）Ｐ（Ｂ ｜ Ａ３）

＝ ０． ６ × ０． ０６ ＋ ０． ２５ × ０． ０８ ＋ ０． １５ × ０． １２ ＝ ０． ０７４．

结 合 贝 叶 斯 公 式， Ｐ Ａｉ Ｂ( ) ＝
Ｐ ＡｉＢ( )

Ｐ Ｂ( )
＝

Ｐ Ａｉ
( )Ｐ Ｂ Ａｉ

( )

Ｐ Ｂ( )
ｉ ＝ １，２，３( )， 于 是 有 Ｐ Ｃ Ｂ( ) ＝

∑
３

ｉ ＝ １
Ｐ Ａｉ Ｂ( )Ｐ Ｃ ＡｉＢ( ) ＝ ０． ６ × ０． ０６

０． ０７４ × ０． ８ ＋

０． ２５ × ０． ０８
０． ０７４ × ０． ５ ＋ ０． １５ × ０． １２

０． ０７４ × ０． ３≈０． ５９７． 故

此次品能被修复成正品的概率约是 ０． ５９７．
评注：首先要理解来自第 ｉ 车间的次品被修复

成正品的概率是 Ｐ Ｃ ＡｉＢ( ) ｉ ＝ １，２，３( )， 其次要结

合贝叶斯公式及概率的加权平均，方可求出结果．
综上，全概率公式包含了事件的并与互不相容

的概念，还包括着加法、乘法公式，条件概率公式，
而贝叶斯公式则是根据全概率公式推导演化而来

的． 全概率公式与贝叶斯公式是两个相辅相成的互

逆的运算公式，它对解决实际生活中的概率问题起

着很重要的作用，在我们生活中的应用也相当广

泛，灵活掌握全概率公式与贝叶斯公式，可以帮助

中学生拓宽视野，提高数学思维能力和探究未知世

界的兴趣．
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