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全概率公式在复杂事件概率计算中的应用
广东省河源高级中学 (517000) 李佳炎 张玉婷

全概率公式是概率论中最基本且最重要的公式之一,它

能帮助我们从简单已知事件的概率推出复杂事件的概率.

“全概率公式”已经成为 2019版普通高中教科书数学选择性

必修第三册的重要内容,可以预见,未来在高考、强基竞赛等

试题中将常看到全概率公式的身影,因此如何应用全概率公

式变得非常重要.

完备事件组[1] 设 A1, A2, · · · , An 为 n个事件,若满足:

(1)完全性: A1 ∪A2 ∪ · · · ∪An = Ω;

(2)互不相容性: AiAj = ∅, i /= j, i, j = 1, 2, · · · , n;

(3) P (Ai) > 0, i = 1, 2, · · · , n,

则称 A1, A2, · · · , An 为 Ω的一个完备事件组.

全概率公式[1] 如果事件 A1, A2, · · · , An是样本空间 Ω

一个完备事件组,则对任意事件 B,有

P (B) =

n∑
i=1

P (Ai)P (B|Ai).

利用全概率公式计算复杂事件的概率,关键在于找到适

当的完备事件组对样本空间进行分割,这里的“适当”指在完

备事件组下该事件的条件概率能够较为容易地求出. 下面本

文总结三种常用的完备事件组的类型.

类型一: 以“前 n − 1次试验结果”构成的事件列作

为完备事件组

例 1 从有 a个红球和 b个蓝球的袋子中,每次随机摸出

一个球,摸出的球不再放回,显然,第一次摸出红球的概率是
a

a+ b
,那么第 n(n 6 a+ b)次摸球摸到红球的概率是多大?

如何计算这个概率?

分析 由于是不放回的摸球, 每次摸球时, 袋中的总球

数和红球数都会发生变化, 这给概率计算带来很大的麻烦.

事实上, 要计算第 n次摸到红球的概率, 需要知道前 n − 1

次摸球的结果如何,不妨考虑选择“前 n − 1次摸球中摸到

红球的个数”来分割样本空间,设 Ai ={前 n − 1次摸球中

恰好摸到 i 个红球}, i = 0, 1, 2, · · · , n − 1, 容易验证这些

事件可以构成一个完备事件组,并且利用古典概型,可以求

出 P (Ai) =
Ci

aC
n−1−i
b

Cn−1
a+b

, 而对任意的 i, 在事件 Ai 发生的

条件下, 第 n次摸球时, 摸到红球的概率也是可求的, 等于
a− i

a+ b− (n− 1)
,于是可以利用全概率公式求出第 n次摸球

摸到红球的概率.

解答 设 Ai ={前 n − 1次摸球中恰好摸到 i个红球},

i = 0, 1, 2, · · · , n − 1, 则 A1, A2, · · · , An−1 两两互斥, 且
n∪

i=1

Ai = Ω, 即 A1, A2, · · · , An−1 可以构成完备事件组, 由

古典概型知, P (Ai) =
Ci

aC
n−1−i
b

Cn−1
a+b

,设 Bn ={第 n次摸到红

球},则 P (Bn|Ai) =
a− i

a+ b− (n− 1)
,根据全概率公式得:

P (Bn) =

n−1∑
i=0

P (Ai)P (Bn|Ai)

=

n−1∑
i=0

Ci
aC

n−1−i
b

Cn−1
a+b

· a− i

a+ b− (n− 1)

=

n−1∑
i=0

aCi
aC

n−1−i
b −

n−1∑
i=0

iCi
aC

n−1−i
b

Cn−1
a+b (a+ b− n+ 1)

(利用kCk
n = nCk−1

n−1, )

=

n−1∑
i=0

aCi
aC

n−1−i
b −

n−1∑
i=0

aCi−1
a−1C

n−1−i
b

Cn−1
a+b (a+ b− n+ 1)

=

a
n−1∑
i=0

Cn−1−i
b

(
Ci

a−Ci−1
a−1

)
Cn−1

a+b (a+ b− n+ 1)
=

a
n−1∑
i=0

Cn−1−i
b Ci

a−1

Cn−1
a+b (a+b−n+1)

(利用C0
nC

k
m + C1

nC
k−1
m + · · ·+ Ck

nC
0
m = Ck

n+m)

=
aCn−1

a+b−1

Cn−1
a+b (a+ b− n+ 1)

=

a
(a+ b− 1)!

(n− 1)!(a+ b− n)!

(a+ b)!

(n− 1)!(a+ b−n+ 1)!
·(a+ b− n+ 1)

=
a

a+ b
.

评注 巧合的是,不管是不放回摸球还是有放回摸球,在

第 n次摸球时,摸到红球的概率是相等的,与摸球次数无关,

只与袋中的红球数与蓝球数有关. 而上述以“前 n − 1次摸

球结果”构成的完备事件组时,解法相对复杂,不妨换个角度

思考.

既然第 n次不放回摸球时,摸到的是红球的概率只与袋

中的红球数与蓝球数有关, 假设第一次摸球摸到的是红球,

则此时袋中还剩 a− 1个红球和 b个蓝球,在这种条件下,第

n次摸到的是红球的概率,可以看成是从装有 a − 1个红球

和 b个蓝球的袋中,从头开始不放回地摸球,第 n− 1次摸到

的是红球的概率,其值为 a− 1

a+ b− 1
,同理若第一次摸球摸到
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的是蓝球,则在该条件下,第 n次摸球摸到的是红球的概率

是
a

a+ b− 1
,由于例 1的结论与试验次数 n无关,我们不妨

对其先猜想,然后利用数学归纳法反复归纳证明,证明过程

中可以反复使用该结论来求上述条件概率.

类型二: 以“第一次试验结果”构成的事件列作为完
备事件组

例 2 题目同例 1.

解答 设 Bn ={第 n 次摸到红球}, 猜想: P (Bn) =
a

a+ b
.

证明 (数学归纳法): 当 n = 1时,猜想显然成立;假设

当 n = k时, P (Bk) =
a

a+ b
,即第 k次摸到红球的概率是袋

中红球数与总球数的比,则当 n = k + 1时,由全概率公式得

P (Bk+1) = P (B1)P (Bk+1|B1)+P
(
B̄1

)
P
(
Bk+1|B̄1

)
,在

第一次摸球摸到的是红球的条件下,第 n次摸到的是红球的

概率相当于从装有 a− 1个红球和 b个蓝球的袋中不放回地

摸球,第 k次摸到红球的概率,由归纳假设知 P (Bk+1|B1) =
a− 1

a+ b− 1
,同理可得: P

(
Bk+1|B̄1

)
=

a

a+ b− 1
,所以

P (Bk+1) =P (B1)P (Bk+1|B1) + P
(
B̄1

)
P
(
Bk+1|B̄1

)
=

a

a+ b
· a− 1

a+ b− 1
+

b

a+ b
· a

a+ b− 1
=

a

a+ b
,

于是,结论成立.

例 3 (2018年湖南省高中数学联赛预赛 B卷)棋盘上标

有第 0, 1, 2,…, 100站,棋子开始时位于第 0站,棋手抛掷均

匀硬币走跳棋游戏.若掷出正面,棋子向前跳出一站;若掷出

反面,棋子向前跳出两站,直到跳到第 99站 (胜利大本营)或

第 100站 (失败大本营)时,游戏结束. 设棋子跳到第 n站的

概率为 pn.

(1)求 p3 的值;

(2)证明: pn+1 − pn = −1

2
(pn − pn−1) (2 6 n 6 99);

(3)求 p99, p100 的值.

分析 (2)本题与例 2类似,如果第一次向前跳出一站,

在这种条件下, 棋子跳到 n 站的概率, 相等于把第一站作

为起点, 棋子跳到第 n − 1 站的概率, 不妨设 B ={第 1 次

向前跳出一站}, B̄ ={第 1 次向前跳出两站}, 则可以选择

B 和 B̄ 作为完备事件组, 设 An ={棋子跳到第 n 站}, 则

P (An|B) = P (An−1), P
(
An|B̄

)
= P (An−2),从而可以利

用全概率公式建立递推关系来解决问题.

解答 (2)设 An ={棋子跳到第 n站},则 P (An) = pn,

n = 1, 2, · · · , 100, B ={第 1次向前跳出一站},则 P (B) =
1

2
, 由全概率公式得 P (An+1) = P (B)P (An+1|B) +

P
(
B̄
)
P
(
An+1|B̄

)
. 注意到, 在第一次向前跳出一站的条

件下,跳到第 n+ 1站的概率等于从头开始跳到第 n站的概

率,即 P (An+1|B) = P (An) = pn,同理得 P
(
An+1|B̄

)
=

P (An−1) = pn−1, 因此 pn+1 =
1

2
pn +

1

2
pn−1, 整理得

pn+1−pn = −1

2
(pn − pn−1) (2 6 n 6 99),又 p1 =

1

2
, p2 =

3

4
,所以 {pn+1 − pn}是首项为

1

4
,公比为 −1

2
的等比数列,

解得 pn =
1

3
(−1

2
)n +

2

3
.

评注 根据例 2和例 3的分析,我们可以看到,当随机试

验需要进行 n次时,若已知第一次试验结果的条件下,进行

剩下 n− 1次的试验,某个与试验相关的事件的概率,等于从

头开始试验,试验次数为 n− 1次时该事件的概率,这时可以

选择以“第一次试验的结果”构成的事件列作为完备事件组,

利用全概率公式去计算该复杂事件的概率.

类型三: 以“前一次试验结果”构成的事件列作为完
备事件组

例 4 设有 n个袋子,每袋装有 a个红球, b个蓝球,从第

一袋摸出一球放入第二袋,再从第二袋中摸出一球放入第三

袋,以此类推,直至从第 n袋中取出一球,求最后摸出的是红

球的概率.

分析 在已知第一袋中摸到的是红球放入第二袋的条件

下, 这时第二袋有 a + 1个红球和 b个蓝球, 要求最后摸出

的是红球的概率并不等于从头开始摸球放入下一袋,直至第

n − 1袋取出的是红球的概率,因为后者要求每一袋中的红

球数及蓝球数都是一样的,而前者并不符合,故不适合选择

“第一次试验结果”构成的事件列作为完备事件组.

但是如果已知前一次试验的结果, 比如在从 n − 1 袋

取出的是红球放入第 n 袋的条件下, 此时第 n 袋有 a + 1

个红球和 b个蓝球, 因此从第 n袋取出的是红球的概率是
a+ 1

a+ b+ 1
,同理,在从 n − 1袋取出的是蓝球放入第 n袋的

条件下,从第 n袋取出的是红球的概率是
a

a+ b+ 1
,不妨设

Ai ={第 i袋摸出的是红球}(i = 1, 2, · · · , n), P (An) = pn,

则 P (An−1) = pn−1, P
(
Ān−1

)
= 1 − pn−1,因此可以选择

“前一次试验结果”所构成的事件列作为完备事件组,利用全

概率公式建立数列 pn 的递推关系,进而求解. 事实上,容易

计算得出 p1 = p2 =
a

a+ b
,因此可以猜想 pn =

a

a+ b
,然后

仿照例 2运用数学归纳法证明.

解答 设 Ai ={第 i袋摸出的是红球}, i = 1, 2, · · · , n,

显然, P (A1) =
a

a+ b
,由全概率公式得,

P (A2) =P (A1)P (A2|A1) + P
(
Ā1

)
P
(
A2|Ā1

)
=

a

a+ b
· a+ 1

a+ b+ 1
+

b

a+ b
· a

a+ b+ 1
=

a

a+ b

于是我们可以猜想: P (An) =
a

a+ b
, 下面用数学归纳
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法证明: 当 n = 1 时, 命题显然成立, 假设当 n = k 时,

P (Ak) =
a

a+ b
, 则当 n = k + 1 时, 由全概率公式得

P (Ak+1) = P (Ak)P (Ak+1|Ak)+P
(
Āk

)
P
(
Ak+1|Āk

)
,因

为从第 k袋摸到的是红球的条件下,第 k+ 1袋中装有 a+ 1

个红球和 b 个蓝球, 所以从第 k + 1 袋取出的是红球的

概率是
a+ 1

a+ b+ 1
,即 P (Ak+1|Ak) =

a+ 1

a+ b+ 1
,同理可得:

P
(
Ak+1|Āk

)
=

a

a+ b+ 1
,故

P (Ak+1) =P (Ak)P (Ak+1|Ak) + P
(
Āk

)
P
(
Ak+1|Āk

)
=

a

a+ b
· a+ 1

a+ b+ 1
+

b

a+ b
· a

a+ b+ 1
=

a

a+ b
.

于是,猜想得证.

例 5 (2022湖北省八市高三 (3月)联考) 2022年 5月 6

日,中国女足在两球落后的情况下,以 3比 2逆转击败韩国

女足,成功夺得亚洲杯冠军,在之前的半决赛中,中国女足通

过点球大战 6 : 5惊险战胜日本女足,其中门将朱钰两度扑出

日本队员的点球,表现神勇.

(1)扑点球的难度一般比较大,假设罚点球的球员会等

可能地随机选择球门的左、中、右、三个方向射门,门将也会

等可能地随机选择球门的左、中、右三个方向扑点球,而且门

将即使方向判断正确也有
1

2
的可能性扑不到球,不考虑其他

因素,在一次点球大战中,求门将在前三次扑出点球的个数

X 的分布列和数学期望;

(2)好成绩的取得离不开平时的努力训练,甲、乙、丙、丁

4名女足队员在某次传接球的训练中, 球从甲脚下开始, 等

可能地随机传向另外 3人中的 1人,接球者接到球后再等可

能地随机传向另外 3人中的 1人,如此不停地传下去,假设

传出的球都能接住,记第 n次传球之前球在甲脚下的概率为

pn,易知 p1 = 1, p2 = 0,

1�试证明 {pn − 1

4
}是等比数列;

2� 设第 n 次传球之前球在乙脚下的概率为 qn, 比较

p10 和 q10 的大小.

分析 (2)传球具有这样一个特点—–若上一次传球前,

球在甲脚下,则下一次传球前球必然不在甲脚下,而如果上

一次传球前,球不在甲脚下,则下一次传球前,球在甲或者其

他两个人脚下的概率是相等的,均为 1

3
,因此选择“前一次试

验结果”构成的事件列作为完备事件组是很自然的想法.

解答 (2) 1�设 An ={第 n次传球前球在甲脚下}, 则

P (An) = pn,容易知道, P (An+1|An) = 0, P
(
An+1|Ān

)
=

1

3
, 由全概率公式得: P (An+1) = P (An)P (An+1|An) +

P
(
Ān

)
P
(
An+1|Ān

)
= P (An)× 0+ (1− P (An))×

1

3
,即

pn+1 =
1

3
(1− pn),则 pn+1 − 1

4
= −1

3
(pn − 1

4
),所以数列

{pn − 1

4
}是首项为 3

4
,公比为 −1

3
的等比数列.

2�由 1�可得 pn =
3

4
(−1

3
)n−1 +

1

4
,设 Bn ={第 n次

传球前球在乙脚下}, 则 P (Bn) = qn, 显然 q1 = 0, q2 =
1

3
, 由全概率公式得 P (Bn+1) = P (Bn)P (Bn+1|Bn) +

P
(
B̄n

)
P
(
Bn+1|B̄n

)
= P (Bn) × 0 + (1− P (Bn)) ×

1

3
,

即 qn+1 =
1

3
(1− qn), 则 qn+1 − 1

4
= −1

3
(qn − 1

4
), 解得

qn = −1

4
(−1

3
)n−1 +

1

4
. 易得

p10 =
3

4
× (−1

3
)9 +

1

4
<

1

4
< −1

4
× (−1

3
)9 +

1

4
= q10.

容易发现,当 n → +∞时, pn → 1

4
, qn → 1

4
,这表明当传球

次数足够多,不管由谁开始传球,每个人接球的概率是几乎

是相等的.

例 6 (2020年高考江苏卷)甲口袋装有 2个黑球和 1个

白球,乙口袋装有 3个白球,现从甲、乙口袋中各任取一个球

交换放入另一个口袋,重复 n次这样的操作,记甲口袋中黑

球的个数为Xn,恰有 2个黑球的概率为 pn,恰有 1个黑球的

概率为 qn,

(1)求 p1, q1 和 p2, q2;

(2)求 2pn + qn与 2pn−1 + qn−1的递推关系和Xn的数

学期望 E (Xn)(用 n表示).

分析 (2)每次交换球前都先要确定此时甲、乙两袋的黑

球数与白球数,因为不同的黑球数和白球数,会直接影响下

一次交换球时,甲袋中黑球数为 0, 1, 2的概率,比如说在已

知交换前甲袋中有 2个黑球和 1个白球,乙袋有 3个白球,则

交换后甲袋黑球数为 0的概率是 0,而甲袋中黑球为 1的概

率是
2

3
,这是因为这次交换是将甲袋中的黑球与乙袋中白球

作交换,而在甲袋中摸到黑球的概率是 2

3
,在乙袋中摸到白

球的概率是 1,同理可以得到交换后甲袋中黑球数为 2的概

率是
1

3
,根据同样的分析,我们可以得到在交换前甲袋中的

黑球数分别是 0, 1, 2的条件下,交换后甲袋中黑球数分别是

0, 1, 2的所有概率,于是,考虑选择“前一次试验结果”构成的

事件列作为完备事件组,即选择“交换前甲袋中黑球的个数”

构成的事件列 {Xn = 0}, {Xn = 1}, {Xn = 2}来作为完备

事件组,利用全概率公式建立起 pn 和 qn 的地推关系,从而

解决问题.

解答 (2) 由题设可知: Xn 的可能取值为 0, 1, 2,

P (Xn = 2) = pn, P (Xn = 1) = qn, 故 P (Xn = 0) =

1−pn−qn,显然,对任意 n ∈ N∗,事件 {Xn = 0}, {Xn = 1},

{Xn = 2}均构成完备事件组,因而由全概率公式可得:

P (Xn = 2) = P (Xn−1 = 2)P (Xn = 2|Xn−1 = 2)
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+P (Xn−1 = 1)P (Xn = 2|Xn−1 = 1)

+ P (Xn−1 = 0)P (Xn = 2|Xn−1 = 0) .

P (Xn = 2|Xn−1 = 2)表示在第 n次交换前,甲口袋已

经有两个黑球,而第 n次交换后,仍然有两个黑球,即只把甲

口袋中的白球与乙口袋的白球交换,因此

P (Xn = 2|Xn−1 = 2) =
1

3
;

P (Xn = 2|Xn−1 = 1)表示在第 n次交换前,甲口袋恰

有 1个黑球,第 n次交换后,甲口袋有两个黑球,即甲口袋的

白球与乙口袋的黑球交换,因此

P (Xn = 2|Xn−1 = 1) =
2

3
× 1

3
=

2

9
;

P (Xn = 2|Xn−1 = 0)表示第 n次交换前,甲口袋没有

黑球,而第 n次交换后,甲口袋有两个黑球,这是不可能事件,

因此 P (Xn = 2|Xn−1 = 0) = 0,

故 P (Xn = 2) =
1

3
P (Xn−1 = 2) +

2

9
P (Xn−1 = 1),即

pn =
1

3
pn−1 +

2

9
qn−1 1�

同理可得:

P (Xn = 1) =P (Xn−1 = 2)P (Xn = 1|Xn−1 = 2)

+ P (Xn−1 = 1)P (Xn = 1|Xn−1 = 1)

+ P (Xn−1 = 0)P (Xn = 1|Xn−1 = 0) .

P (Xn = 1|Xn−1 = 2) 表示第 n 次交换前甲口袋有两

个黑球,第 n次交换后仅剩 1个黑球,即把甲口袋的黑球与

乙口袋的白球交换,因此

P (Xn = 1|Xn−1 = 2) =
2

3
;

P (Xn = 1|Xn−1 = 1)表示第 n次交换前甲口袋恰有 1

个黑球,而第 n次交换后仍然恰有 1个黑球,即把甲口袋中的

白球与乙口袋的白球交换或者把甲口袋的黑求与乙口袋的

黑求交换,因此P (Xn = 1|Xn−1 = 1) =
2

3
× 2

3
+
1

3
× 1

3
=

5

9
;

P (Xn = 1|Xn−1 = 0) 表示第 n 次交换前甲口袋没有

黑球,第 n次交换后恰有 1个黑球,即把甲口袋的白球与乙

口袋的黑球交换,因此 P (Xn = 1|Xn−1 = 0) =
2

3
,故

P (Xn = 1)

=
2

3
P (Xn−1 = 2) +

5

9
P (Xn−1 = 1) +

2

3
P (Xn−1 = 0) ,

即

qn=
2

3
pn−1+

5

9
qn−1+

2

3
(1−pn−1−qn−1)=

2

3
− 1

9
qn−1 2�

由 1� 2�可得:

2pn + qn =2(
1

3
pn−1 +

2

9
qn−1) + (

2

3
− 1

9
qn−1)

=
1

3
(2pn−1 + qn−1) +

2

3
,

即 2pn + qn − 1 =
1

3
(2pn−1 + qn−1 − 1), 容易可得 p1 =

1

3
, q1 =

2

3
,因此数列 {2pn + qn − 1}是首项为 1

3
,公比为 1

3

的等比数列,因此 2pn + qn − 1 = (
1

3
)n,故

E (Xn)

=0× P (Xn = 0) + 1× P (Xn = 1) + 2× P (Xn = 2)

=qn + 2pn = (
1

3
)n + 1.

评注 通过对上面三道例题的分析,可以看到,在已知上

一次试验结果的条件下,可以直接确定下一次试验各种可能

情况发生的概率时,可以选择“前一次试验结果”所构成的事

件列作为完备事件组.

不妨对比例 1和例 4,对于例 1,若已知前一次摸球摸出

的是红球,我们只能知道袋中红球数和总球数减一,至于红

球还剩多少并不能因此确定,还需要知道前面每一次摸球的

结果,因此不宜选择“前一次摸球的结果”所构成的事件列作

为完备事件组;反观例 4,由于每次摸球只会影响球被摸出和

球被放入的两袋球的红球数或蓝球数,因此若已知在前一袋

中摸球的结果,便可得到下一袋摸球中摸出的是红球的概率,

所以可以选择“在前一袋中摸球结果”所构成的事件列来作

为完备事件组.

同时我们还可以看到,每一次试验中的某个事件发生概

率可以看成一个数列,若是能得到这个事件在已知上一次试

验结果的条件下发生的概率,我们便可以利用全概率公式得

到这个数列的递推关系,进而求解出这个数列的通项公式.

总之,复杂事件的概率计算一直是概率统计中的一个重

难点问题,其技巧性强,方法比较灵活,往往还都与试验次数

n有关,很难一一枚举,学生难以掌握. 通过本文的实例分析,

不难发现,找准完备事件组,把事件的概率看作一个数列,利

用全概率公式建立起递推关系,结合数列递推关系的求解方

法和数学归纳法,能有效解决许多复杂事件的概率计算问题.
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