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空间几何体外接、内切球问题解法荟萃

袁　安

(广东广州大同中学)

　　空间几何体外接、内切球问题是近年高考的常考

考点,也是学生眼中的难点．本文通过对平面圆与空

间球相关知识、方法的类比学习,厘清确定球心及半

径的性质及方法,并根据性质和方法对空间几何体模

型的外接球和内切球问题进行系统的归纳和总结,从
而在本质上帮助学生主动精准分析和解决问题．

１　利用“类比推理”找到球体相关的３个性质

授人以鱼,不如授人以渔．这类问题令学生感到

难的最大原因是教材中没有详细地介绍空间几何体

外接、内切球的判断方法,所以我们应立足学生的最

近发展区,引导学生通过类比的方法,从平面圆的垂

径定理和切线性质出发,得到空间球的性质．
性质１　在空间球中,过截面圆心,且垂直于截面

的直线过球心．
性质２　在空间球中,垂直平分弦的平面过球心．
性质３　平面与球相切时,切点与球心的连线与

平面垂直．

２　空间几何体外接球问题

运用性质１和性质２解决外接球问题时,问题可

以归纳为３种模型,下面分类探究解决问题的最优方

法,并推导出对应的计算公式,简化求解过程．
类型１　利用线面交点定球心

从学生的最近发展区出发,对圆柱、直棱柱、有一

条侧棱垂直于底面的棱锥进行化归推导,发现三者有

相同的外接球公式R＝ r２＋(h
２

)２ ．圆柱外接球的球

心一定在母线AA１ 的中垂面上(如图１),且该球心在

过底面圆的圆心O１ 的垂线O１O２ 上,从而我们得到

球心为垂面与垂线的交点也就是线段O１O２ 的中点

O,所以半径R 就是球心O 到上、下底面圆上的任意

一点的距离,即R＝ r２＋(h
２

)２ (其中r＝O１A,h＝

O１O２)．在圆柱内以AA１ 为侧棱,在底面圆O１ 内作

内接△ABC,构建直棱柱ABC-A１B１C１,其外接球与

圆柱的外接球相同．同理,在以AA１ 为侧棱,在底面圆

O１ 内作内接△ABC,构成的棱锥A１-ABC,也有相同

的外接球．

图１

抽象出具体的模型(如图２)．

图２

结论　若一个几何体为圆柱、直棱柱或有一条侧

棱垂直于底面的棱锥,则其外接球半径公式为R＝

r２＋(h
２

)２ (其中r 为底面多边形的外接圆半径,h

为几何体的高)．
１)斜棱柱无外接球,因为过上、下底面外接圆圆

心的垂线相互平行、无交点(如图３),所以没有任何一

点(球心)到上、下各顶点的距离相等,所以斜棱柱无

外接球．
２)上、下底面外接圆圆心连线不垂直于上、下底

面的棱台也没有外接球(如图４)．
３)底面多边形没有外接圆的棱锥、棱柱、棱台都

没有外接球(如图５)．

图３　　　　　　　图４　　　　　　图５
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　　图６

例１　 已知三棱锥

P-ABC 中,PA ⊥ 平 面

ABC,∠BAC ＝ １２０°,

PA＝AB＝AC＝２,则该

三棱锥外接球的表面积

为 ．
由于PA⊥平面

ABC,则球心O 必在垂直平分线段PA 的平

面上,平面与底面ABC 平行(如图６)．又因为球心O
在过底面△ABC 外接圆圆心O１ 且垂直于底面的垂

线OO１ 上,所以垂面与垂线的交点就是外接球的球

心O．连接顶点B、球心O、圆心O１ 构成直角三角形,

用勾股定理解决问题．

易知OO１＝
PA
２

,BO１＝r(底面外接圆半径),

BO＝R (球 的 半 径 ),由 勾 股 定 理 可 得 R ＝

(PA
２

)２＋r２ ,由余弦定理可得

BC＝ AB２＋AC２－２AB·ACcos∠BAC＝２ ３,

再由正弦定理得 BC
sin∠BAC＝２r,则r＝２,其外接球半

径R＝ (２
２

)２＋２２ ＝ ５,所以该三棱锥外接球的表

面积为S＝４πR２＝２０π．
此类模型的特点:在棱锥中有一条侧棱垂直

于底面时,可应用性质１和性质２解题．再结

合R＝ r２＋(h
２

)２ ,求得其外接球半径,其中r 为锥

体底面多边形的外接圆半径,h 为该棱锥垂直于底面

的侧棱长(也就是棱锥的高)．此类题型也常和平面几

何中的正弦定理、余弦定理相结合．

例２　已知三棱锥P-ABC 中,PA⊥平面ABC,

∠BAC＝１５０°,PA＝６,BC＝３,则三棱锥P-ABC 的

外接球的半径为(　　)．

A．３　　B．３２　　C．３３　　D．６
在三棱锥P-ABC 中,PA⊥平面ABC,则其

外接球半径R＝ r２＋(h
２

)２ ,由正弦定理可

知 BC
sin∠BAC＝

３
sin１５０°＝６＝２r,则r＝３,所以R＝

３２＋(６
２

)２ ＝３２,故选B．

例３　已知三棱锥P-ABC 的四个顶点都在球O

的球面上,PB＝PC＝２５,AB＝AC＝４,PA＝BC＝
２,则球O 的表面积为(　　)．

A．
３１６
１５π　　　B．

７９
１５π

C．
１５８
５π　 D．

７９
５π

三棱锥P-ABC 如图７所示,由勾股定理得

PB２＝PA２ ＋AB２,PC２ ＝PA２ ＋AC２,则

PA⊥AB,PA⊥AC,AB∩AC＝A,所以 PA⊥平

面ABC．

　　图７

取BC 的中点E,连接

AE,则 AE ＝ ４２－１２ ＝

１５, sin ∠ABC ＝

AE
AB＝

１５
４ ．

由正弦定理得

２r＝
AC

sin∠ABC＝
１６
１５

,

R＝ r２＋(h
２

)２ ⇒R２＝(８
１５

)２＋１＝
７９
１５

,

则外接球的表面积为S＝４πR２＝
３１６
１５π,故选 A．

类型２　利用垂线方程定球心

例４　(２０２２年新高考Ⅱ卷７)已知正三棱台的

高为１,上、下底面边长分别为３ ３和４ ３,其顶点都

在同一球面上,则该球的表面积为(　　)．
A．１００π　　　B．１２８π
C．１４４π　 D．１９２π

如图８所示,根据题意可知球心在过正三棱

台上、下底面外接圆圆心O１,O２ 且与底面垂

直的直线上,也就是直线O１O２ 上．通过已知条件可以

求出正三棱台上、下底面的外接圆半径r１,r２,再根据

球心距、外接圆半径以及球的半径之间的关系,即可

解出球的半径,从而得出球的表面积．

图８
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由正弦定理得２r１＝
３３

sin６０°
,２r２＝

４３
sin６０°

,即

r１＝３,r２＝４．
设球心O 到上、下底面的距离分别为d１,d２,球

的半径为R,所以d１＝ R２－９,d２＝ R２－１６,故

|d１－d２|＝１或d１＋d２＝１,解得R２＝２５,所以球的

表面积为S＝４πR２＝１００π,故选 A．
解决正棱台(圆台)外接球问题的关键点:过
上、下底面外接圆圆心且垂直于上、下底面

的直线(高线)过球心,利用球心与两圆心及所在平面

的一个顶点构成两个直角三角形,结合勾股定理可以

求出半径．同理,圆锥(正棱锥)外接球球心的位置在

过底面外心和顶点的连线(高线)上,再利用球心到底

面任意一点的距离等于外接球的半径,结合勾股定理

可以求出半径．因此,可以用上面的方法推导出圆柱

(直棱柱)、圆台(正棱台)、圆锥(正棱锥)的外接球半

径公式,并通过极限思想找到三者的联系与区别如图

９所示．

R＝ r２＋(h
２

)２
(r２＝r１＝r)

←

R＝ r２
２＋(h

２＋r２
１－r２

２

２h
)２

(r２＝０,r１＝r)
→R＝

h２＋r２

２h ．

图９

例５　(２０２０年全国Ⅰ卷１０)已知A,B,C 为球

O 的球面上的三个点,圆O１ 为△ABC 的外接圆,若
圆O１ 的面积为４π,AB＝BC＝AC＝OO１,则球O 的

表面积为(　　)．
A．６４π　　B．４８π　C．３６π　D．３２π

　　图１０

设圆 O１ 的 半 径 为

r,球的半径为R(如
图１０),由圆O１ 的面积为４π,

得πr２ ＝４π,所以r＝２．因为

△ABC 为等边三角形,由正

弦定理得 AB＝２rsin６０°＝

２３,而O１A＝２,所以OO１＝

AB＝２３,根据球的截面性质OO１⊥平面ABC,得

R＝OA＝ OO２
１＋O１A２ ＝ １２＋４＝４,

所以球O 的表面积为S＝４πR２＝６４π,故选 A．

例６　求棱长为a 的三棱锥A-BCD 外接球的

半径．

　　图１１

将三棱锥还原到

正方体中 (如图

１１),三棱锥的棱就是正方

体的面对角线,其长为a,

故正方体的棱长为 ２
２a,

可求出外接球的直径为

２R＝ ３×
２
２a,则R＝

６
４a．

此类模型的特点:三棱锥的三组对棱长度全

部相同,把三棱锥还原到正方体中．同理,已
知三棱锥A-BCD的三组对棱分别为BC＝AD＝x,

AB＝CD＝y,AC＝BD＝z,求三棱锥A-BCD 外接

球的半径．

　图１２

我 们 可 以 把 三 棱 锥

A-BCD还原到长、宽、高分

别为a,b,c 的长方体中(如
图１２),则长方体与三棱锥

有相同的外接球．设三棱锥

A-BCD外接球的半径为R,

则２R＝ a２＋b２＋c２ ．易知

x２＝a２＋b２,y２＝c２＋b２,z２＝a２＋c２,

则８R２＝x２＋y２＋z２,所以

R＝
x２＋y２＋z２

８ ＝
２
４ x２＋y２＋z２ ．

例７　在三棱锥A-BCD 中,AC＝BD＝６,其余

棱长均为７,求三棱锥A-BCD 外接球的半径．
方法１　因为三棱锥A-BCD 中三组对棱分

别是BC ＝AD ＝７,AB ＝CD ＝７,AC ＝

BD＝６,所以

R＝
２
４ ７２＋７２＋６２ ＝

６７
２ ．

方法２　 将三棱锥还原到正四棱柱中,可以得到

上、下底面的正方形对线长为６,四个侧面的对角线分

别为５,从而底面边长全部为３ ２,高为 ３１,所以正

四棱柱的体对角线２R＝ １８＋１８＋３１＝ ６７,即三棱

锥外接球半径R＝
６７
２ ．
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类型３　利用线线交点定球心

二面角 A-BD-C 的平面角大小为θ,BD＝２a,

△CBD 和△ABD 外接圆半径分别为r１,r２ (如图

１３),求其外接球半径时,取BD 的中点E,则EO１＝

r２
１－a２ ,EO２＝ r２

２－a２ ,易知O１,O,O２,E 四点共

圆,该圆的半径为OE,结合正弦定理和余弦定理知

OE＝
r２

１＋r２
２－２a２－２ r２

１－a２· r２
２－a２·cosθ

sinθ
,

R２＝OB２＝OE２＋EB２＝

r２
１＋r２

２＋(sin２θ－２)a２－２ (r２
１－a２)(r２

２－a２)·cosθ
sin２θ ．

①

图１３

特别地,有以下两个结论．
１)在三棱锥A-BCD 中,若二面角A-BD-C 是由

以BD 为斜边的直角三角形,即△ABD 与△BCD 是

直角三角形(如图１４),则二面角A-BD-C 的平面角

大小无论何值时,其三棱锥A-BCD 的外接球直径都

是BD．由 线 线 交 点 定 球 心 的 解 法 可 知 △BCD 与

△ABD 是有公共斜边的直角三外形,外接圆圆心O
重合,也就是球心,且点 O 到各个顶点的距离都为

BD
２

,所以也可以说明O 就是球心,R＝
BD
２ ．

２)当二面角 A-BD-C 的平面角为９０°时(如图

１５),四边形EO１OO２ 为矩形,则

R２＝OB２＝OE２＋EB２＝
d２

１＋d２
２＋a２＝r２

１＋r２
２－a２．

图１４　　　　　　　　　　　图１５　　　　

例 ８　 在 边 长 为 ２ ３ 的 菱 形 ABCD 中,

∠BAD＝６０°,沿对角线BD 折成二面角A-BD-C 为

１２０°的四面体 A-BCD,则此四面体的外接球体积

为 ．
易知△ABD 和△CBD 为等边三角形(如图

１６),取 BD 的中点 M,连接 AM,CM,有

AM⊥BD,CM⊥BD,所以∠CMA 为二面角A-BD-C
的平面角,则∠CMA＝１２０°,△ABD 与△CBD 的外

接圆半径为r１＝r２＝
２
３AM＝２,△ABD 和△CBD 的

外心O１,O２ 到弦BD 的距离(弦心距)为d１＝d２＝１,

连 接 OM,则 △OMO２ ≌ △OMO１,OM ＝２,R ＝

OM２＋MB２ ＝ ７,所以四面体的外接圆体积为

V＝
４
３πR３＝

２８７
３ π．

图１６

此类模型的特点:根据已知条件可以求出两

个相邻多边形的外接圆半径、公共棱长度及

二面角的平面角大小,通过使用过截面圆心且垂直于

截面的直线过球心,即线线交点定球心解决问题．

例９　在三棱锥P-ABC 中,△ABC 为等腰直角

三角形,AB＝AC＝２,△PAC 为正三角形,且二面角

P-AC-B 的平面角为π
６

,则三棱锥P-ABC 的外接球

表面积为 ．

　　图１７

方 法 １ 　 因 为

△ABC 为 直 角 三

角形,AB ＝AC ＝２,所 以

BC＝２ ２(如图 １７)．因为

△PAC 为正三角形,所 以

PA＝PC＝AC＝２,取 AC
的中点D,BC 的中点E,连
接 PD,DE,则PD⊥AC,

DE⊥AC,所以∠PDE 为二面角P-AC-B 的平面角,
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∠PDE＝３０°．
因为△ABC 为直角三角形,E 为BC 的中点,所

以点E 为△ABC 的外接圆圆心．设G 为△PAC 的中

心,则G 为△PAC 的外接圆圆心．过E 作平面ABC
的垂线,过G 作平面PAC 的垂线,两垂线交于O,则

O 为三棱锥P-ABC 的外接球球心．GO 与DE 交于点

H,则GD＝
１
３PD＝

３
３

,DH＝
GD

cos３０°＝
２
３

,所以

HE＝DE－DH＝
１
３

,OE＝HE×tan６０°＝
３
３

,

所以R２＝CO２＝CE２＋OE２＝２＋
１
３＝

７
３

,则三棱锥

P-ABC 的外接球表面积为

S＝４πR２＝
２８
３π．

方法２　由方法１知△BAC 与△PAC 的外接圆

半径为r１＝ ２,r２＝
２
３PD＝

２３
３

,二面角P-AC-B 的

平面角为θ＝
π
６

,公共棱长为AC＝２a＝２,由①得

R２＝
２＋

４
３＋(１

４－２)－２ １×
１
３ ×

３
２

１
４

＝
７
３

,

所以三棱锥P-ABC 的外接球表面积为

S＝４πR２＝
２８
３π．

３　空间几何体内切球问题

求解空间几何体内切球问题应类比平面几何图

形求内切圆的方法．
１)利用性质３(当平面与球相切时,切点与球心的

连线与平面垂直)来解决问题．
２)利用等体积法求内切球的半径．
已知球的外接n 面体的体积为V,表面积为S,

各顶点与球心连接后,把原多面体分成了n 个以球心

O 为顶点的锥体,每个锥体的高就是球心到各面的距

离r,则多面体的体积为

V＝V１＋V２＋…＋Vn＝
１
３S１r＋

１
３S２r＋…＋

１
３Snr．

又因为S１＋S２＋…＋Sn＝S,V＝
１
３Sr,所以内切球

半径为r＝
３V
S ．

例１０　六氟化硫是一种无机化合物,化学式为

SF６,常温常压下为无色无臭无毒不燃的稳定气体,密
度约为空气密度的５倍,是强电负性气体,广泛用于

超高压和特高压电力系统．六氟化硫分子结构呈正八

面体排布(８个面都是正三角形)．若此正八面体的表

面 积 为 ３２ ３,则 该 正 八 面 体 的 内 切 球 的 体 积

为 ．

　图１８

方法１　设该正八

面体的棱长为a(如
图１８),表 面 积 为 S ＝８×
１
２a２×sin

π
３ ＝３２ ３,解得

a＝４．取BC 的中点D,连接

OD,OA,AD,则 △AOD 是

直角三角形,OD＝２,AD＝

２３,所以OA＝２２,正八面体的体积为

V＝２V棱锥A-BCEF＝２×
１
３×BC２×OA＝

６４２
３

,

故该八面体的内切球半径为r＝
３V
S ＝

６４２
３２３

＝
２６
３

,则

体积为６４６
２７ π．

　　图１９

方法２　 由方法１可知

a＝４．
如图１９所示,取BC 的

中点D,连接OD,OA,AD,

可 知 BC ⊥ 平 面 AOD,

OD＝２,AD ＝２ ３,所 以

OA＝２２,过点O 作直线AD 的垂线OH,且OH ⊥
平面ABC,所以OH 就是内切圆的半径,则

S△AOD＝
１
２OD×OA＝

１
２AD×OH,

OH＝
OD×OA

AD ＝
２×２２
２３

＝
２６
３

,

则正八面体的内切球体积为６４６
２７ π．

例１１　(２０２０年新课标Ⅲ卷１５)已知圆锥的底

面半径为１,母线长为３,则该圆锥内半径最大的球的

体积为 ．
方法１　因为圆锥内半径最大的球为该圆锥

的内切球(如图２０)．圆锥母线为AC＝３,底

０１１



·方法与技巧·

　　图２０

　　图２１

■■■■■■■■■■■■■■■■■■■■■■■■■■■■■■■■■■■■■■■■■■■■■■■■■■■
面半径为 BM ＝１,则其高

AM＝２２．
设该内切球与母线 AC

切于点D,则OD＝OM ＝r,

由 △AOD ∽ △ACM,解 得

OD
OA＝

CM
CA

,故

OD＝r＝
CM×OA

CA ＝
１×(２２－r)

３
,

所以r＝
２
２

,V＝
４
３πr３＝

２
３π．

方法２　如图２１所示,易
知BC＝２,AB＝AC＝３,且点

M 为BC 边上的中点．
设内切圆的圆心为O,由

于 AM ＝ ３２－１２ ＝２ ２,故

S△ABC＝
１
２×２×２２＝２２．

设内切圆的半径为r,则

S△ABC＝S△AOB＋S△BOC＋S△AOC＝

１
２×AB×r＋

１
２×BC×r＋

１
２×AC×r＝

r
２

(３＋３＋２)＝２２,

解得r＝
２
２

,故该圆锥内半径最大的球的体积为

V＝
４
３πr３＝

２
３π．

４　小结

本文通过类比学习得到空间球的３个重要几何

性质,并根据性质的使用情况将空间几何体的外接球

问题归纳为三种类型,并推导出解题方法和解题公

式．通过学习,学生可以将所学的知识连成线,思维结

成网,使所学知识系统化、模型化,提升自身的归纳与

化归能力．
(本文系２０２２年广东省教育科学规划课题«智慧

课堂下的高中数学“精准教学”模式的实践研究»(项
目编号:２０２２YQJK０３６)的研究成果．)

(完)

平面向量数量积的五种常见求法

周江红　沈申文

(浏阳市田家炳实验中学)

　　向量数量积作为平面向量的重要内容,是近几年

高考的热点,常在选择题、填空题中出现．向量数量积

的求解方法多、思维灵活,学生在实际应用向量知识

求解问题时,往往只停留在知识的层面,缺乏对各种

方法的研究与思考,难以适应新高考低起点、多层次、

高落差的特点．基于此,本文力求透过现象看本质,提
炼出求解与平面向量数量积有关问题的五种常用方

法,以期帮助读者更好地理解向量数量积,并在各类

题型中选择合理的方法,高效作答．

１　定义法

定义　已知两个非零向量a 与b,它们的夹角为

θ,则把|a||b|cosθ叫做a 与b的数量积,记作a·b．
利用定义解题时需要注意以下几点．

１)θ∈[０,π],且a·a＝|a|２．
２)θ＝<a,b>＝<b,a>．
３)判断两个向量的夹角,一定要将两个向量的起

点移到同一起点．
１.１　链接教材

例１　(２０１９年人教 A 版«普通高中教科书数学

必修第二册»２３页习题１１,节选)已知|a|＝３,|b|＝４,

且a与b的夹角θ＝１５０°,求a·b,(a＋b)２,|a＋b|．
依题意可得

a·b＝|a||b|cos１５０°＝３×４×(－
３
２

)＝－６３．

(a＋b)２＝a２＋２a·b＋b２＝

９＋２×(－６３)＋１６＝２５－１２３．
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