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■ 湖 南 省 郴 州 市 第 二 中 学陈鹏辉

简单几何体的面积与体积是必修教材的

一节 内容 ， 在髙考 中也常 以 选择题或填空题

的形式出 现 ， 以 平面截几何体的截面 问题和

几何体的外接球 、 内切球问题为载体 ， 考查 同

学们 的直观想象和数学运算等核心素养 。

一

、 补形法 求棱锥 的 外接球半径

洌 １如 图 １ ， 在边长 为 ２
Ａ

的正方形 ＡＢＣＤ 中 ，
Ｅ

， Ｆ ， Ｇ 分别

为 ＢＣ ， ＣＤ ，
ＢＥ 的 中 点 ， 沿 ＡＥ

，

ＡＦ ，
ＥＦ 把这个正方形折起 ， 使得

Ｂ
， Ｃ ， Ｄ 三点重合于 Ｓ ， 得到三棱

锥 Ｓ ＡＥＦ ， 如 图 ２ 所示 。 求

过 点 Ｇ 的 平 面 截 三 棱 锥

Ｓ ＡＥＦ 的外接球所得截面圆

的面积的取值范围 。

解 析 ： 由 题 意 知 ＳＡ ，

图 ２

ＳＥ ， ＳＦ 两两垂直 ， 将其补成长方体 ＳＱ ， 如

图 ３ 所 示 ， 对 角 线 ＳＱ ＝

／ＳＡ
２

＼ ＳＥ
２

＼ ＳＦ
２＝

／２
２

＋ １
２

＋ １
２
＝ 尼 ，所以 外接

球的半径 只
／６

图 ３

因为三棱锥 Ｓ ＡＥＦ 的外接球 的球心 Ｏ

为长方体 ＳＱ 的 中 心 ， 即对角 线 ＳＱ 的 中点 ，

所以ＯＧ 

＝

了
Ａ Ｉ

７ ＝

。

参考图 ４
， 当 ＯＧ 垂直截面时 ，

截面質的半餞 ｒ
＝

／ＩＴ
—

音

此时德；面＿的菌积取最 小顧ｆ ｉ ｆｅｍ

德菌厲＿弑球 心 〇 时 ｉ截商 Ｍ 的 半 ＿：
？

－ ＝

Ｈ 

＝

鲁
． 此时截商菌 的面

－

积取最大儷警
：

。 敏

秦爾轉的商积爵取偉截属是 子 ，

小结 ： 香 且爾纖蓮 翁三

猶锥和撤对的揉长侧雜等＿兰翁锥釋騎

成篆方体 ＊意＿傘外養雄的牟径 ． 不必？找球心

二 、 先定球心再求半径 的解法

洌 ２３ 知 三 樣锥 ４ －Ｓ ：ＣＥ＞ 中 ， 襄 菌

Ｂ０Ｇ
：

長 ，边长为  ５ ！ 皮
＇

雜 ５Ｅ三 靖＿ ，
侧爾 ＡＳＤ

丄 ．
■调 ＢＣ￡＞

， 且 Ａ Ｂ
＝

ＡＤ
＝

％ 卿繫几 ＇何体

的外接球的表面积为 。

解析 ： 如 图 ５
， 设 的

中点为 ￡
，连接 ＡＥ

， ＣＥ 。 因

为 ＡＢ＝ＡＤ ， 所 以 ＡＥ 丄

■ＢＤ 。 同理 ＣＥ 丄 ＢＤ 。 所 以

，ＡＥＣ是 二 面 角Ａ ＢＤ Ｃ

的平面角 。

由 侧 面 ＡＢＤ 丄 底 面 ＢＣＤ ， 得ｆＡＥＣ
＝

９ ０
°

，
ＡＥ丄ＣＥ 。 又ＡＥ ｆ ｌ

Ｃ￡： 

＝

￡：
，所以丄平

面 ＡＣＥ 。 又 平面 ＡＢＤ
， 故平面 ＡＢＤ丄

平面 ＡＣＥ 。 同理平面 ＣＢＤ丄平面 ＡＣＥ 。

设底面等边ＡＢＣＤ 的外心 为 Ｇ ， 则 Ｇ 在

ＣＥ 上 ，过 Ｇ 作平面 ＣＢＤ 的垂线 ｍ
，则 ｍ 上各

点与点 Ｃ ，
Ｂ

，Ｄ 等距 ，且 ｍ 在平面 ＡＣＥ 内 ；设

侧面ＡＡＢＤ 的外心 为 Ｈ ， 则 Ｈ 在 ＡＥ 上 ， 过

点 Ｈ 作平面 ＡＢＤ 的垂线 ？ 则 ｎ 上各点与点

八 ，
＿８ ， ＿０ 等距 ，且 ＾ 也在平面 八０￡： 内 。 所以 ７７１ ，

ｗ 必交于一点 〇 ，且点 〇 与点 Ａ ，
Ｂ

， Ｃ ， Ｄ 等距 ，

故 Ｏ 为三棱锥 Ａ ＢＣＤ 的外接球的球心 。

在 等 边 ＡＢＣＤ 中 ， ＧＥ＝
｜

ＣＥ＝

ｙ

／ＢＣ
２


ＢＥ
２
＝

１
；在ＡＡＢＤ中 ，

ｃｏ ｓ，ＡＢＥ

ＢＥ


／３

ＡＢ
＝

＾
／所以 ＝

爷
０

由里：駿窠讓知 ＡＡＢｉＪ 的外接麗 簡童經 ，

２ ｒ

ＡＤ
所以ＨＡ ＝ ｒ 

＝

ｓ ｉｎ＾ＡＢＥ

在矩形 ＥＧＯＨ 中 ， ＯＨ 

＝

ＧＥ 

＝

棱锥 Ａ ＢＣＤ 的 外 接 球 的 半 径 Ｒ

１
， 所以三

＝ ＯＡ
＝

／〇Ｈ
２

＋ ＨＡ
２
＝ 尼 ，所以 外接球的表面积为

４： ｔｃＲ
２


２ 〇 ｔｃ  〇

小 结 ： 当三棱锥 的两个面是有公共底 边
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的等腰三角 形 时 ， 这两个三角 形所在平面 的

经过其外心 的垂线 的交点就是三棱锥的外接

球的球心 ， 结合三角 形 的外接 圆 的半径解三

角 形可得外接球的半径 。

三 、 等体积 法 或 利 用 相 似 三 角 形 求 多 面

体 的 内 切 球 的半径

洌 ３已 知 三棱锥 Ａ ＢＣＤ 的棱长均

为 ６
， 其 内 有 ｎ 个 小 球 ， 球 〇

ｉ 与 三 棱 锥

Ａ ＢＣＤ 的 四 个面都相 切 ， 球 〇
２ 与 三棱 锥

Ａ ＢＣＤ 的三个面和球 〇
工 都相切 ，

…

， 如此类

推 ， 球 ０
？ 与 三棱锥 Ａ ＢＣＤ 的 三个面 和 球

ｉ 都相切Ｕ＞ ２
，且 ， 则球 〇

ｉ 的体

积为 ， 球 〇
？ 的表面积为 。

解析 ：设球 〇
？ 的半径为 ｒ

， ， 等边ＡＢＣＤ

的 中心 为 〇 ， ＣＤ 的 中 点 为 Ｍ ， 则 ＢＭ 

＝

ＡＭ

＝

ｊ 

ＢＣ
＝

３反 ， ＯＭ
＝

ｙ 

ＢＭ
＝ 反 ，

ＡＯ
＝

／ＡＭ
２


ＯＭ
２
＝

２／６ ０

解 法 一 （ 利 用 相 似 三 角

形 ） ： 如 图 ６
， 设球 〇

ｉ 与 ＡＭ

相 切 于 点 Ｎ ， 则 ＡＡＮＯ ｉ
■

＿Ｏ
．
ＮＡ〇

！

ＡＡＯＭ ， 所 以
ｗ 

＝

＾
？ 即

／３

２／６ ｒ
ｌ

３／３

， 解 得

图 ６

所以球 Ｏ
ｉ 的体积 ｊ

＾ｘｒ
？

＝

／＾Ｔ 。

在Ｒ ｔ ＡＡＯＭ中 ，
ｓ ｉｎ

ＺＭＡＯ
ＯＭ

ＡＭ

爵金論 ？
？％球ａ ， ｉ

相切 ， 故
１

二

＂
＂

＝

各 ． 化筒籍
」Ｘ

＝

香 为徽緣 ： 游 以 （
ｎ ，

： 蕞長 比
＾ｒ

ｎ １么

为ｊ的等 比数列 ，

＝

｜ ， 所 以 球

〇
？ 的表面积为

解法二 （等体积法 ） ： 设三棱锥 Ａ ＢＣＤ

的 表 面 积 为 Ｓ ， 则 Ｖ三麵Ａ ＢＣＤ
＝

ｊ

Ｓｒ
！

＝

７
Ｓ ＡＢａ）

＿ ＡＯ ， 又Ｓ 

＝

４Ｓ ＡＢＣＤ ，所以

＝

｜ ， 故球 〇
１ 的体积 ７＝

去以
＝

／＾ 。

设球 ａ 与球 ａ ｉ
相切于点 成 ：

，则 ｎ 

＝

＾
ＡＯ ， ＡＡ

Ｘ
＝

ＡＯ   ， 同 理ｒ ２
＝

＋ 

ＡＡ
ｉ
＝

（ＡＯ  ，如此类推 ，
ＡＡ

２ 

＝ＡＯ ２ｒ
ｘ

２ｒ
２ ，所以ｒ

３

＝

丁 

ＡＡ
２ 

＝

了
（ＡＯ  ２ｒ

！ 
２ｒ

２ 
） ，

…

， ％ ｌ

＝

＋

（ＡＯ  ２ ｒ
２



２ ｒ
？＿

：

） ，

ｒ
ｎ

＝ 

（ＡＯ  ２ ｒ
ｘ

２ ｒ
ｚ



２ ｒ
？ ｉ 

） 。 将最后

两式相减得 ， ” 即 ｊ为

常数 ， 以下 同解法一 。

小 结 ：类 比用等面积法求三角 形 的 内 切

圆 的半径 ， 可用等体积法求多面体的 内 切球

的半径 。 正 四 面体的 内切球的半径等于髙 的

四分之一 ，外接球的半径等于高 的 四分之三 。

求 内切球的半径还可利用直线与 圆 相切 、 相

似三角 形 的相关知识求解 。 对于系列球的半

径问题用到 了等 比数列 的通项等代数知识 。

四 、 几何 法 与 坐 标 法 求 解 多 面 体 的 截 面

问 题

例 ４如图 ７
， 已知长方

体中 ，

Ａ

＝

３ ，点 Ｅ 在棱 ＡＪ ｉ
上 ，

ＡＡ

／Ｕ ／
ＤｌＶ．

７

／

图 ７垂直 ，求平面 ａ 截长方体 ＡＣ
ｉ

所得多边形 的周 长和截得 的

两部分几何体中较小部分的体积 。

解法 ＿ （几 何 法 ） ： 如 图 ８
， 连 接 Ａ

ｉＱ 。

设平 面 ａ 截 上 底 面 得 线 段Ｄ ^

ＥＨ ， 因 为 丄平面 ａ ，
ＥＨＩ

Ｃ平 面 ａ ， 所 以 丄 ＥＨ 。

在 长 方 体 ＡＱ 中 ， ＣＱ 丄

￡只 ， 且Ａ
ｉ
ＣｎＱ Ｃ

＝

Ｃ ， 所

以 ＥＨ 丄 平面 Ａ
ｉ
Ｃ

ｉ
ＣＡ 。 又

Ａ
ｉＱＣ平面Ａ

ｉＱ ＣＡ ， 于是ＥＨ丄Ａ ｉ
Ｃ

ｉ
。

设平面 ａ 截侧 面 得线段 ＥＦ ，

同理可证 ＥＦＩＡｊ 。

设平面 ａ 截侧面 ＡＤＡＡ
ｉ 得线段 ＨＧ ，

同理可证 ＨＧｌＡ ｉ
Ｄ 。

连接 ＦＧ ， 则 ＦＧ ／ ／ＥＨ ， 即平面 ａ 截长方

．４Ｆ

图

８



解题篇 创新题追根溯 源 Ａ ＃＃
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ＰＷ 体几诃新题型洌祈？
■ 江 苏省 天一 中 学孙承辉

立 体几何解答题通 常 是一证一算 ， 证

明题主要考查空 间 中 平行和垂直关系 的证

明 ，计算题主要是求 空 间 中 的 夹 角 和距离 。

在近几年 的 髙考和模拟考试 中 ， 出 现 了 一些

立体几何新题型 ， 更加灵活地考查 同学们 的

空 间想象能力和计算能力 。 本文归纳 了几类

新题型 ， 希望对 同 学们 的 复 习 迎考 能 有 所

帮助 。

题型 一 、 根据 空 间 角 确 定点 的 位 置

这类题 目 通常 已知空 间 角 的大小或空 间

角 的某个三角 函 数值 ， 需要 同学们确定几何

体 中某个点 的位置或者某条线段的长度 。 解

决的策略是设出未知数 ， 表示所求点 的坐标 ，

然后根据 已知 的空 间 角 建立关于该未知数的

方程 ，解 出方程的根即得所求结果 。

例 １如 图 １
， 在 四棱锥 Ｂ ＡＣＤＥ 中 ，

平面 ＡＢＣ丄 平 面 ＡＣＤＥ ， ＡＡＢＣ 是等边 三

角 形 。 在直角 梯 形 ＡＣＤＥ 中 ，

， ＡＥ 丄 ＡＣ ， ＡＥ
＝

１
，

ＡＣ
＝

ＣＤ
＝

２
， Ｐ是 棱的

中霜 。

ＣＵ傘 ｒｆｆｉ ： ＫＰ 丄警爾
ＳＧＫ

 ＞

？

（
： ２３撰識 猶識撤 ＡＣ 上 ．

著手ｒ菌 ；ＰＨ ＪＶｆ 与等ＷＥＡＢ 所成

体ＡＧ餐梯形 因 为
ＡＢ

＝
Ａ￡＞ｔ ．

Ａ
ｉ 

Ｅ＝ ３ 
＊
Ｐｆ ｌｉｉＥＨ 

＝＝

ＳｆＳ ，

在侧面 Ａ
：中 ，作 ＦＫ丄Ａ

ｔ 科
５

于 Ｋ

贝ｉ￡ＥＦＫ 

＝

＾ 
ＵＡ  ．盖 ＝告 ， 即会

＝

如

得 
ＥＰ ＝

＾ 。 ｆｔ 
勾 鲁 ￡ＦＣ 

＝齊软 
ＡＦ

ＫＥ 

＝

｜ 。 由 对称性得ＨＧ 

＝

￥ ， ＡＧ

因 此 ，平面 ａ 截长方体 ＡＱ 所得多边形

ＥＦＧＨ 的周长为￥ （ ２＋ 尽 ） 。

因 为 Ｓ
＇

＝

民 Ｔ
ＡＦ

３
ｔ

３５
ｉ Ｓ

■Ｓ
ＡＡ

ｊ

ＨＦ 

了 

Ａ
ｉ
Ｅ

２
＝

ｙ
， 所 以Ｖ ｓ

ｙ
／Ｋ Ｓ

＇

／Ｓ＾ ＋ Ｓ ）

１ ８ ９

３ ２

°

解法二 （解析 法 ） ： 如 图 ９ ， 因 为 Ａ＇丄平

面 ａ ，所以 丄ＥＨＷ丄Ｅｉ＾Ａ
ｉ
Ｃ丄ＨＧ 。

以 Ｄ 为坐标原点 ，ＤＡ ，ＤＣ ， ＤＤ
ｉ 分别为 ｘ

轴 ，
：ｙ 轴 ，

ｚ 轴 ， 建立空 间直角 坐标系 Ｄ ｘ％ ，

则Ａ ｉ
ｄ Ｏ Ｊｈ Ｃ Ｃ Ｃｍ ｏ ） ，

Ｅ （ ４ ， ３ ， ３ ） 。

设Ｈ （ ａ ，
０

， ３ ） ，
＿Ｆ （ ４ ， ６ ，

 Ｄ

＆ ） ？

ｎｙｃａＴ

＝

 £ ４ － ｓ ．￥ ） ￥

ＥＨ ＝ （ ａ  ４ ， ３ ， ０ ） ， Ｅｉ
７ ＝

（ ０  ？ ｂ  ３ ， ３ ） 。 由ＣＡ ｉ
？

ＥＨ 

＝

４ （ａ  ４ ） ＋ １ ２ 

＝

０ ，得 ａ

＾ 图 ９

＝

１
，
ＥＨ

＝

（ 
３ ， ３ ，

０ ） ，

１

＾？
１

＝

３ 反 。 由ＣＡ：
？ 孩＝

４ （ ６  ３ ） ９ 

＝

０
，得６ 

＝

Ｉ
，
ＥＦ 

＝

（

０
，

ｉ
， ３

）

，
丨 
Ｅｉ

７
 ｜
＝

丁
。

由对称性得 Ｉ

互５
｜
＝

竽 ，
ＡＧ 

＝

ＡＦ 

＝

６ 

＝

吾 ， 所

以 ｆｇ＝ ／＾ａｆ ＝￥ 。 以下 同解法一 。

小 结 ： 本题几何法 的原理是三垂线定理

的逆定理 ， 若 ＨＥ ｌＡ
ｉ
Ｃ ， 则 ＨＥ 丄 Ａ

ｉＱ ， 由

此确定点 Ｈ 的位置 ， 同理确定点 Ｇ ， Ｆ 的位

置 。 坐标法是建立坐标系 ， 将两直线垂直关

系转化为其方 向 向量的数量积为 〇
， 确定多边

形顶点 的位置 ， 可省去推理过程 ，效率更髙 。

解决立体几何问题的重要思路是将空 间

问题转化为平面 问 题 ， 或将几何 问 题用 坐标

法解决 。 对于上述类似 问 题要记忆公式 ， 归

纳总结解题方法 ， 达到熟能生巧的学习 效果 。

（责任编辑 王福华 ）
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