
学论教
ｗｗｗ ． ｚ ｈ ｏ ｎｇ ｓ ｈ ｕ ｃ ａ ｎ ． ｃｏｍ

２ ０ ２ ３年第５期

中学数学教学参考 （ 上旬 ）

类比思维的高中数学教学设计
——以

“

空间几何体的外接球和 内切球
”

为例

于 莺 彬 （ 山 东省青 岛第六十六 中学 ）

摘 要 ：
以 空 间 几何体 的 外接球和 内 切球 为 例 ， 类 比 平 面 问 题 来 帮 助 学 生 理 解 空 间 问 题 ， 激发其 学 习 兴趣 ，

提升数 学核 心 素 养 。
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１ 问题提出

《决策科学词 典 》 中 对类 比思 维进行 了 详 细 的定

义 ： 所谓类 比思维 ， 是 以两个事物作 为 比较对象 ， 这两

个事物必须具有相 同或相似的特征 ， 再根据与其 中一

个事物相关的 已 知特征 ， 去推测 另 一事物可 能存在 的

相应特征 。 类 比思维将 关注 的 重 点放在两个特殊事

物 中 间 ， 并不需要大量 的类似事物作 为数据和信息 的

支持
［ １ ］

。 类 比思维主要通过对 比 事物 特征 中 的 相 似

或不 同之处 ， 分析不 同 事物 间 的 内 在联 系 ， 从而解决

问题 。 类 比思维 的应用 对教学质量 和效率 的 提升有

着很大的帮助 ， 在概念 、性质 、判定 、 解法 、 策 略等方面

的教学 中运用类 比推理能够更好地 帮 助学生记忆 、 掌

握所学知识 ， 使其在探索新 知 、 梳理 知识 、 归 纳 题 型 、

总结方法 、提炼思维 的过程 中不断激发数学学 习 的兴

趣 ．培养数学思 维 和 能 力 、 开 阔 视野 ， 发 展 数 学 核 心

素养 。

２ 空间几何体的外接球和 内 切球教学分析

２
．

１ 降维类 比

降维类 比和升维类 比 主要应 用 于立 体几何 的学

习 ，将空 间三维 问 题降为平面二维或者直线
一维 问题

就是降维类 比 ， 反之则 为升维类 比 。 在立体几何 的学

习 中 ， 因 为高一学生 的 空 间 想象 能 力 不 足 ， 所 以 通 常

需要用到 降维类 比 ， 类 比平面 问题来 帮 助学生理解空

间 问题 。

２
．２ 教学 内 容分析

球是高考数学命题 的热点之一 ， 在近几年高 考题

中 屡次 出 现 。 球经常和其他空 间几何体结合命题 ， 考

查空 间几何体 的 外接球与 内 切球 的 相 关知识点 。 本

节课类 比平面几何 中三角 形的 外接 圆 、 内 切 圆 的学 习

过程 ， 学 习柱体 、锥体的外接球 、 内 切球 。 因教学 内 容

较多 ， 难点较为集 中 ， 因 而将本部分教学 内 容进行优

化重组 ， 分为外接球和 内切球两个课时 。

２ ． ３ 学情分析

高
一学生在初 中 已经学 习 过平 面 图 形 的外接 圆 、

内 切 圆 ， 掌握 了 求 解直 角 三 角 形 、 等边三 角 形等特殊

图形外接 圆 、 内 切 圆 的 球心 与半径 的 方法 ， 为本节类

比学 习 空 间 几何 体 的 外 接球 、 内 切 球 提供 了 知 识基

础 。 但 由 于高一学生空 间 想象力 尚 有不足 ， 对将空 间

问题转化为平面 问题进行求解 的意识不深 ， 如何 引 导

学生判断空 间几何体外接球 、 内 切 球球心 的位置 ， 利

用通性通法求解球的半径 ， 是本节教学需要解决 的 重

点和难点 。

２ ． ４ 教学 目 标

（ １ ）类 比平面 中 几何 图形外接 圆 和 内 切 圆 圆心 的

确定方法 ，分析柱体 、锥体外接球 、 内切球球心 的位置 。

（ ２ ）能够通过构造直角 三角 形确定常见几何体外

接球 、 内 切球 的半径 ， 体会将 空 间 问 题转化为平面 问

题来解决 的 降维思想 ， 提升直观想象 、数学运算素养 。

（ ３ ）通 过 由 特殊几何体 到一般几何 体 的 学 习 过

程 ， 归纳总结 出 柱体外接球 、 锥体 的外接球和 内 切球

的求解模型 ， 发展逻辑推理素养 。

（ ４ ）通过概念类 比 、 方 法类 比 、 结论类 比 ， 引 导学

生感受立体几何与平面几何 的 内 在联 系 ， 体会几何学



２ ０ ２ ３年第 ５期

中学数学教学参考 （ 上旬 ）

ｗｗｗ ． ｚ ｈ ｏ ｎ ｇ ｓ ｈ ｕ ｃ ａ ｎ ｃ ｏｍ
学论教

研究过程的系统性 、 整体性 。

２ ． ５ 教学方法

以 问题 为核心 ， 让学生提 出 问题 ， 引 导学生 自 主

探究 、 小组合作 、 讨论对话 、 相互交流 ， 最终 实现学 习

目 标 。 教师要 由 知识的传授者 、灌输者转变 为学生发

现问题 、解决 问 题 的 帮 助 者 、促进者 和课堂教学 的组

织者 、 指导者 。

３ 第一课时
“

空间几何体的外接球
”

培养类 比思维 的关键在于把 已 知 的 问 题作为基

础情境 ， 给 出探究性 的 问 题 ， 让学生在思考 中 寻求相

似点 ， 把未知 问 题 和 已 知 问 题联 系 起来 ， 通过迁移把

已 知 的知识和经验运用 到对未知 知识 的探索上 ， 发现

新规律 ， 形成新知识 。

３ ． １概念类 比
， 引 入课题

问 题 １在平 面 中 ， 几何 图 形 的 外 接 圆 如 何 定

义 ？ 怎样作 出三角 形 的外接 圆 ？

问 题 ２ 类 比平面 中 外接 圆 的学 习 ， 空 间 几何体

的外接球如何定义 ？

设计 意 图 ： 由 学生熟悉 的平面几何知识 （ 已 知 问

题 ）人手 ，感受概念类 比 ， 引 人研究课题 。

３ ． ２ 方法类 比 ， 探 究新知

问 题 ３你能类 比 平 面几何 中 三 角 形外接 圆 圆

心 的确定方法 ， 确 定 正 方 体 、 长方体外 接球球 心 吗 ？

如 果是正六棱柱呢 ？

预设 ： 学生思考讨论得到平面 中三角 形 的外心是

各边 中垂线 的交点 ， 在 空 间 中 ， 多面体 的外接球球心

就是各面 中垂线 （ 即过平面 图形外心并垂直于平面 的

直线 ） 的交点 。

追 问 ： 为什么三角形 中垂线 的交点是外心 ？

预设 ： 学生可 以 回答 出是 因 为 中垂线上 的 点 到两

端点 的距离相等 ，所 以三条 中垂线 的交点 到 三角 形三

个顶点 的距离相等 ，所 以 是三角形的外心 。

追 问 ： 那 么 我 们 要求外接球 的球心 ， 球心满 足 的

条件是什么 ？ 类 比外接 圆 的 圆心 ，你觉得应该如何来

求上述几何体 的外接球球心 呢 ？

预设 ：学生通过类 比思考可 以得到球心 满足 的条

件是到 各个顶点 的距离相等 。 类 比外接 圆 ， 学生思考

讨论可 以 得到对于外接球的球心 ， 应该先作 出 各个面

的 中垂线 ， 即找 到 平面 图 形 的外接 圆 圆 心 ， 然后 过此

点作 出 平面 的垂线 。 以 长方体为例 ， 取上底面和下底

面 的外心联结后取 中点 即 可 。

追 问 ：你能求出外接球的直径吗 ？ 你有什么发现 ？

预设 ： 学生通过求正方体 、 长方体 、正六棱柱外接

球 的直径会发现 ， 这三个多面体外接球 的球心就是体

对角 线 的 中点 。

设计 意 图 ： 通 过层层递进 的 问题设置 ， 从学生 已

知 的平面 图形 的外接圆人手 ， 类 比线段 中 垂线 的性质

想 到平面 中垂线 的性质 ，从而水到渠成地得 到求空 间

图形外接球的通 法 ， 将三维 问 题 降维到二维 问 题 ， 锻

炼 了学生 的创新思维 能 力 ， 发展 了 空 间 想象 素养 ， 提

高 了学生解决 问 题 的 能 力 。 作 为研究 空 间 几何体外

接球和 内 切球的第一节课 ，也教会 了 学生 降维类 比 的

方法 ， 如 ， 球类 比 圆 ， 平 面 的 中 垂 线 类 比 线段 的 中 垂

线 ， 等等 ， 激发学生积极 主 动 、 勇 于探索 的科学精神 ，

落实能力 和素养 的培养 。

问 题 ４ 如 图 １ ， 对于正三棱

柱 ＡＢＣ－Ａｊ ｉ Ｑ ， 设 高 为 ／ｉ ， 底 面

边长为 ａ ，请确定其外接球球心 的

位置 ， 并 求 出 外 接球 的 半 径 。 对

于一般的直三棱柱呢 ？

预设 ： 学生 已经知道求外接球球心 的通法 ， 找 到

上下底 面 的外接 圆 圆 心 Ｏ
， 和 ０

２ ， 联结 Ｏ
ｉ
Ｏ

ｚ ， 取 中 点

〇 即 可 得 到 球 心 。 正 三 棱 柱 的 球 心 落 在 上 下 底 面

外心连 线 的 中 点 上 ， 借 助 勾 股定 理 得 ｉ？
２
＝ 〇

，

Ａ
２

＋

Ａ

， 可得 尺 ＝

Ｔ

设计 意 图 ： 本题 的难点是对半径 的计算 ， 需要构

造直角 三角 形 ， 借助勾 股定理确 定外接球 的 半径 ， 体

会将空 间 问题转化为平面 问题解决 的重要思想 ， 提升

了直观想象 、数学运算等素养 。

追 问 １
：对于一般的直三棱柱呢 ？

预设 ： 借助 由 特殊到一般 的研究方法 ， 对于一般

的直三棱柱 ，球心 落在上下 底 面外心连线 的 中 点上 ，

借助勾股定理得 ｉ？

２
＝ — ＋

（音 ）

２

，从而 尺＝＾
２

＋
专

。

追 问 ２
： 试分析斜棱柱有没有外接球 ？

设计 意 图 ： 引 发学生 思考 ， 类 比平 面几何找外接

圆 圆心 的方法 ， 分析能 否 找 到 斜棱柱 的球心 ， 深化类

比思想 。
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问题 Ｓ如 图 ２
， 如 果将 直 棱

柱上下底 面 和 所 有 水平截 面 的 外

接 圆作 出 来 ， 能得到 什么 图 形 ？ 该

图形 的 外 接 球是 否 发 生 变 化 ？ 你

能得到什么结论呢 ？

设计 意 图 ： 找 到直棱 柱 与 圆 柱 的联 系 ， 再 次巩 固

求外接球球心的通法 。

问 题 ６直三棱 柱 的 各 顶 点 都 在

同
一 球 面 上 ， 若ＡＢ 

＝
ＡＣ

＝
ＡＡ

，
＝

２ ， 且Ｚ ＢＡＣ
＝

１ ２ ０

°

，求此球 的表面积 。

预设 ： 根据柱体外接球半径 的 求 解模 型 ， 需要 确

定ＡＡＢＣ 的 外接 圆 半径 ， 可 以 通 过在平 面几何 中 找

中垂线 的 交点 ， 也可 以 借助 正 弦 定理 ＝

４ 

＝

ｐ
＝

２ ｒ 来 确 定 外 接 圆 半径 ， 求得 ｒ
＝

２
。 由 ｉ？

２
＝

＾ ＋
（音 ）

２

，可得 尺＝

７
， ＋
冬
４ ，所以 Ｓ＝ ４７ｔＲ

２
＝

２加 。

问题 ７如 图 ３ ， 类 比 圆 柱 外

接球 的研究方法 ， 思考如 何确 定 圆

锥外接球的球心位置与半径 ？

追 问 ： 在此基 础 上 ， 你 能 尝试

求 出 正三 棱锥 的 外接球 球心 与半

径吗 ？ 该方法对 其他 的 正棱 锥 适

用吗 ？

预设 ： 如 图 ４ ， 在 圆 锥 底 面 边

缘等距离取若干个点 ， 与上顶点 构

成正棱锥 （ 高 考 常考 正三棱 锥 、 正

四棱锥 ） 。 类 比正棱柱外接球半径

的确 定方法 ， 构 造外接球球心 ， 借

助勾股定理 ， 可确定 尺
。

问 题 ８如 图 ５ ， 正 四 面体棱

长为 ａ ， 求其外接球 的半径 。

预设 ： 根据正三棱锥外接球半

径 的求解模型 ，求 出 底 面三 角 形 的

外接 圆半径 由 记 ＝ 一 ＋

（ Ａ ｉ？ ）

２

ａ ， 可求得尺 ａ 。

图 ５

设计 意 图 ： 学生 掌 握正方 体 和 长方体 的 外 接球

后 ， 通过问题组 的形式引 导学生采用 降维类 比 的方法

探究正三棱柱 、直棱柱 、 圆柱 、 圆锥 、 正棱 锥 的外接球 ，

从简到 繁 ， 引 发学 生深层思 考 ， 从而归 纳 总结 出 柱体

外接球 、锥体外接球的求解模型 ， 发展逻辑推理素养 。

通过众多特殊几何体 的探究 ， 学生充分感受立体几何

与平面几何的 内 在联 系 ， 深 刻理解类 比 的思想方法 ，

体会几何学研究过程 的 系统性 、整体性 。

３ ． ３ 结论类 比 ， 总 结提升

思考 ： 对于一般的三棱锥 ，是否一定存在外接球 ？

如果有 ． 外接球的球心位置如何确定 ？ 四棱锥 呢 ？

设计 意 图 ： 类 比平面 中 三 角 形一定存在外接 圆 ，

可得到三棱锥一定存在外接球 ， 球心 的位置就是 四个

面 中垂线 的交点 ； 类 比平面 中 四边形有两个对 角 是直

角 时存在外接 圆 ， 可猜想 四棱 锥 不一定存在外接球 ，

当满足 四 面体有两个面垂直时 ， 可能存在外接球 。 思

考题的设置 ． 加深学生对外接球 的思考 ， 使得本节课

的 内容更加 系统完善 。

３ ． ４ 归 纳 小 结

本节课你学会 了 哪些空 间 几何体 的外接球 的作

法 ？ 确定外接球 的关键是什 么 ？ 如 何求 ？ 学 习 过程

中你用到 了 哪些数学思想方法 ？

４ 第二课时
“

空间几何体的 内 切球
”

４ ． １ 概念类 比
， 引 入课题

问 题 １ 在平面几何 中 ， 三 角 形 的 内 切 圆 如何定

义 ？ 如何找到三角形 内 切 圆 的 圆心 ？

问 题 ２ 类 比平面几何 中 内 切 圆 的定义 ， 在空 间

中 ，几何体 的 内切球如何定义 呢 ？

设计 意 图 ： 由 学生熟悉 的平面几何知识人手 ， 感

受概念类 比 ， 引 人研究课题 。 基于上节课外接球降维

类 比思想方法的学习 和运用 ， 本节课 的学 习 是对类 比

思维 的加深和巩 固 ， 教师应更多地放手让学生去 自 主

探究和学 习 。

４ ． ２ 方法类 比 、 探究新知

问 题 ３ 棱长为 ａ 的正方体 ， 你能确 定其 内 切球

球心与半径吗 ？ 如果是长方体呢 ？

问 题 ４ 你 能类 比平 面几何 中三角 形 内 切 圆 圆

心 的 确定方法 ， 找 出 正三棱锥 内 切 球球心 的位置吗 ？

内 切球与每个面 的切点在哪里 ？

设计 意 图 ： 在外接球 中学生 已 经能够掌握简单 的

降维类 比 ， 所 以 问题 ３ 、 问题 ４ 让学生 自 主思考 、 讨论
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展示 ，学生能类 比在平 面 中 ， 三角 形 的 内 心 是各 角 平

分线 的交点 ， 在空 间 中 ， 多 面体 的 内 切球球心是各 面

形成 的二面角平面角 的角平分线 的交点 ； 在正三棱锥

中 ， 球心在高线上 ， 内 切球 与 每个侧 面 的切 点位置在

各侧面过顶点 的 中线上 。 将空 间 角 类 比到平面角 ， 将

空 间线类 比到平面线 ， 进一步深化类 比的思想方法 。

问 题 ５如 何求 解 正三 棱锥 内 切球 的 半径 ？ 此

方法对求其他 的正棱锥 的 内 切球是否适用 ？

预设 ： 画 出 内 切球 的截面 图 ， 将

空 间 问 题转化为平面 问题解决 。 如

图 ６ ，正三棱锥 的 内 切球球心落在高

线上 ， 借 助相 似三 角 形 各边 成 比 例

ＯＥ

ＤＨ

ＰＯ

ＰＤ
， 解 出

问题 ６正 四面体的棱长 为 ａ ，

Ｐ

求其内切球的半径 Ｇ

预设 ： 根据正三棱 锥 内 切球半径 的求解模 型 ， 由

ＯＥ

Ｄ Ｈ

ＰＯ

ＰＤ
， 可求得 ｒ

＝

＂

＾ａ 。

追 问 ： 还有其他方法可 以求解正 四 面体 的 内切球

半径吗 ？

预设 ：发散思维 ，学生可能会考虑用等体积法求解 。

４ ． ３ 结论类 比 ， 总结提升

思考 ： 在正三 角 形 中 ， 其外接 圆 与 内 切 圆 的 圆 心

有怎样 的位置关 系 ？ 两 圆 的半径 有何 比 例关 系 ？ 在

空 间 中 ， 正 四面体 的外接球与 内切球球心与半径又有

怎样 的关系 呢 ？

预设 ： 类 比平面 中正三角 形外接 圆与 内 切 圆 圆 心

重合 ，且外接 圆 半径 与 内 切 圆半径分 中 线之 比 为 ２
：

１
； 在空 间 中 ， 正 四 面体外接球与 内 切 球球心 重合 ， 且

外接球半径与 内切球半径分高线之 比为 ３ ：

１
。

设计 意 图 ： 作为外接球和 内 切球 的第二节课 ， 应

该注重知识的 系统性 ， 在本节 的最后 给 出 这样 的思考

题 ，意在使学生借助特殊 的几何体 （正 四 面体 ）将外接

球和 内 切球 的知识 串 联 ， 进一步深化类 比 思 想 ， 理 解

平面几何与空 间几何 的 内 在联 系 ， 形成对几何学整体

的认知 。

４ ． ４归 纳小结

本节课你学会 了 哪些空 间 几何体 的 内 切球 的 作

法 ？ 确定 内 切球 的关键是什 么 ？ 如何求 ？ 学 习 过程

中你用 到 了 哪些数学思想方法 ？

５ 教学反思

高 中 阶段数学学科的公式较多且关 系 复杂 ， 题 目

的变化性强 ， 知识 的综合性更强 ， 对学 生 的理 解 能力

和思维能力都提 出 了 更 高 的要求 。 以 往 在进行
“

球
”

这部分的新课讲授时 ， 很 多 教 师就题讲题 ， 主要分析

几个几何 体模 型 外接球 和 内 切 球 的 情 况 ， 而 不讲通

法 ，学生对这部分知 识 的 了 解 片 面且不 系 统 ，

一旦 题

目 给 出 的几何体模型不是常规 的柱体或椎体 ， 学生往

往无从下手 。 笔者在此教学设计 中 注重 以下几点 ：

第一 ， 注重类 比思想方法 的应用 。 借助平面 图 形

的外接 圆 和 内 切 圆 来推导立体 图 形 的 外 接球 和 内 切

球 ，并归纳总结相关 的性质 ，符合学生 的认知规律 ， 也

激发 了学生 的 探究热情 ， 培养 了 其类 比思 维 能力 ， 教

给 了他们解决 问题 的 思路和 方法 。 类 比 思 维 的 作 用

不仅体现在教学的过程 中 ， 对学生未来 的发展也有着

深远 的影 响 。 借助这一思想 ， 学生可 以将复杂难懂 的

概念或 内 容简单化 、具象化 ， 这些概念或 内 容再经过

演绎就很容易理解 了
［
２
］

。

第二 ， 注重数形结合思想方法 的深化 。 立体几何

的学 习 离不开看 图 、作 图 ， 需要一定 的空 间 想象能力 ，

本部分 的教学对作 图 的要求 比较高 ，

一是需要各种立

体 图形 的综合作 图 ，
二是需要 规 范作 图 ， 因 此在教学

中 注重对数形结合思想方法 的深化就显得尤为重要 。

这两节课笔者 主要借 助立体几何学 习 中 常用 的

降维类 比 ， 先从概念进行类 比 ， 然后从方法进行类 比 ，

特别是在求外接球球心和 内 切球球心方法上 的类 比 ，

让学生体会类 比并不是浮于表面 ， 而是要从 中 体会 内

在 的相似性 ， 这也为学生后续学 习 立体几何提供 了可

供参考的模板 ， 也渗 透 了 立体几何学 习 的 转化思 想 。

课堂教学是进行类 比思维训练 的 主阵地 ， 只有构 建适

宜 的课堂环境 ， 才能实 现培养学 生类 比 思 维 的 目 标 。

在教学 中 ， 教师要结合教材 内 容 ， 合理设置 问题 ， 鼓励

学生思考 和探究 ， 利用 已 有 的知识和生 活经验进行类

比 ， 实现知识的迁移 ，从而达到 良好的教学效果 。
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