
筒 考频道２ ０ ２ ３年第３期

中学数学教学参考 （ 上旬 ）

基于关键能力考查的
“

外接球问题
”

— 复习课设计示例
Ｉ

 

陈 亚倩 ， 赵 国 辉 （陕西师范大学附属 中学 ）

文章编 号 ：
１ ０ ０ ２

－

２ １ ７ １ （ ２ ０ ２ ３ ） ３
－

０ ０ ６ ２
－

０ ３

１ 专题综述

球体是 自 然界 中 常见 的几何体 ， 空 间 中 的球体往

往类 比平面上 的 圆 ， 在几何 中 有着独特 、重要 的地位 ，

它是高 中立体几何模块认识几何 图 形 间 的 空 间 位置

关系 与数量关系 的重要载体 。 通过建立球与 凸 多 面

体间 的 内 切与外接 问题 ， 能够有效训 练学生运用直观

感知 、操作确认 、推理论证 、度量计算等认识和探索空

间 图形 的性质 。

纵观近几年的高考试卷 ， 外接球 问题是高考常考

问题 ，题型为选择题和 填空题 ． 题 目 难 度 为 中 档 或 中

档偏上 。 它 以球 的截面 圆 的基本性质 为知识主线 ， 综

合考查求空 间几何体 的体积 、 表 面积及最值 、 取值 范

围等相关问题 ， 解题过程 中 又蕴含着几何体线面关系

的识别与论证 。 这类 问 题 图 形难 画 、 位置难定 、计算

复杂 ， 对学生 的直观想象能力 、逻辑推理能力 、运算求

解能力 、数学建模能力 等提 出 了较高要求 。 这类 问题

有很强 的规律性 ， 求解 的关键是 确 定球心 位置 ， 求得

半径 。

结合高考试题 的实 际呈 现及 第 一 轮 复 习 已 达成

的 目 标 ， 高三第二轮复 习 备考在本节 中 的 重点 可 确 定

为深刻理解球 的截面性质 ， 综合运用墙 角 模 型 、 中 线

模型 、 中垂线模型建立 凸 多面体及其外接球 的数量关

系 。 教学难点是运用导数 、均值不等式等工具解决相

关最值问题 。

２ 知识梳理

凸 多面体 的外接球定义 ： 若一个 凸 多 面体 的各个

顶点都在一个球的球面上 ， 则 称这个 凸 多 面体是这个

球的 内 接多面体 ， 这个球是这个凸 多面体的外接球 。

求解外接球半径 ｉ？ 的常用方法 ：

（ １ ）

“

墙角模型
”

补体为长方体构造外接球 。

如 图 １ 所示 ， 由 于空间不共面的

四个点确定一个球 ，所 以如果 四面体

ＡＡＢＤ 与 长方体 ＡＢＣ＆ＡｊＡＡ

存在不共面 的 四 个重合点 ， 则 两个

几何体 的 外 接 球 为 同
一 球 体 。 由

长方体体对角 线 长定理可得 ， 外接

球 的直径 ２ ｉ？
＝

７ａ
２

＋ ６
２

＋ ｃ
２

（ ａ ， ｂ ， ｃ 为长方体共顶点

的三条棱长 ） 。 事实上 ， 任意 凸 多 面体 的外接球 问题 ，

均可化归 为该多 面体不共面 的 任 意 四 个顶点所构成

的 四 面体的外接球 问题 。

故对棱相等的三棱锥 、 四个面都是直角三 角 形 的

三棱锥等均可 补体 为 长方体再构造外 接球 （如 图 ２ ，

图 ３ ） 。

图 ２ 图 ３

（ ２ ）

“

中线模型
”

应用球的定义构造外接球 。

如 图 ４ 所 示 ， 在 四 面 体 ＡＢＣＤ

中存在共斜边 ＢＣ 的 两个直 角 三 角

形面 时 （ 即 ＺＢＡＣ 

＝

ＺＢＤＣ ＝９ ０

°

） ，

公共斜边的 中点 〇 到该 四面体 ＡＢＣＤ

的所有顶点 的距离相等 ， 则 中点 〇 为

四面体 ＡＢＣＤ 外接球的球心 。

（ ３ ）

“

中垂线模型
”

应用球的定义构造外接球 。

经过 凸 多边形 的外心 ， 且与多边形所在平面垂直

的直线 ， 叫 作该多边形 的 中垂线 。 凸 多边形 的 中垂线

上任意一点到该多边形 的所有顶点 的距离相等 。
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如 图 ５ 所示 ， Ｑ 是厶八６ （： 的

夕卜心 ，
ｗ 为 经 过 点 认 且 与 平 面

ＡＢＣ 垂直 的 直线 。 设侧棱 ＤＢ 的

一条 中垂线 ７Ｊ 与 相交于点 ？ ， 贝 ！ ］

点 ０ 到 四面体 ＡＢＣＤ 的顶点 的距

离相 等 ， 则 〇 即 为 其外 接 球 的 球

心 ， ０４ ， ０５ ， ００ ， ００ 均为半径 。

３ 例题分析

３ ．
１ 应 用

“

球 的截面性质
”

解决外接球 问 题

例 １（ ２ ０ ２ ２ 年 高 考 数 学 全 国 乙 卷理科 第 ９ 题 ）

已 知球 ０ 的半径 为 １ ， 四 棱 锥 的顶点 为 〇 ， 底 面 的 四

个顶点均在球 〇 的球面上 ， 则 当该 四棱锥 的体积最大

时 ， 其高为 （ ） 。

Ａ ．

ｌＢ －

ｉＣ ． ｆＤ ．ｆ

解 ： 设该 四棱锥为 ＯＡＢＣＤ ， 四边形 ＡＢＣＤ 的对

角 线 ＡＣ 与 的夹 角 为 ａ ， 四边形 ＡＢＣＤ 所在小 圆

的半径为 ｒ 。

由Ｓ四边形ａｂｃｄ
＝ ＂

＾ 

ＡＣ
．ＢＤ

．

ｓ ｉｎａ《
了 

ＡＣ
？
 Ｊ３ ｊＤ＜

２一 可知 ， 当 四边形 ＡＢＣＤ 为正方形时其面积最大 。

Ａ Ｃ

设该 四 棱 锥 的 高 为 Ｍ ０ ＜ ／ｉ ＜ ｌ ） ， 则 ｆ

＝

，
 ／

＼ ｎ２

＼／ ｌｈ
２

， Ｂ Ｐ 
（ Ｓ 四 边 形仙ＣＤ ） ｍ ａ ｘ 

＝ ￣

￡

￣ ＝
２ （ １ 

—

ｈ
￣

） 。

吾
（ ／ｉ 

—

＂
３

） ， 则Ｖ
＇

＝—

２

（

＂＋ｆ ）

，

易得该函数在区 间
）

内单调递增 ，在 区 间 ，
１

）

上 ， ＰＡ＝ ＰＢ 

＝
ＰＣ ， ＡＡＢＣ 是边长 为 ２ 的 正三 角 形 ，

分别是 ＰＡ ，
ＡＢ 的 中点 ，ＺＣＥＦ＝ ９ ０

°

， 则球 Ｏ 的

体积为 （ ） 。

Ａ ．８＾６  ７ｔＢ
．４＾６  ７ｒＣ ．２Ｖ６ ｊｔ

解 ： 如 图 ６ ， 因 为 ￡
，
Ｆ 分 别 是

ＰＡ
，
ＡＢ 的 中 点 ， 所 以 ＰＢ ／／ ￡Ｆ ， 贝 （

Ｊ 由

Ｚ Ｃ￡Ｆ＝ ９ ０

°

可知ＰＢ丄ＥＣ 。

因 为 Ｐ ＡＢＣ 为 正 三 棱 锥 ， 所 以

ＰＢ丄ＡＣ
， 贝 ｉ

ｊ丄平 面ＰＡＣ ， Ｂ ＰＰＡ ，

两两互相垂直 。 因 为ＡＡＢＣ 是边长为 ２ 的 正

三角 形 ， 所 以通过补体所得 到 的正方体 的棱长为Ｗ ，

Ｄ ．  ＾／６ ７

设外接球的半径为 ｉ？ ， 则 ２１？
＝ Ｖ （Ｖ２ ）

２

＋ （Ｖ２ ）

２

４
－

（Ｖ２ ）

２

，

解得 尺 二
１

＾ 。

所 以 Ｖ球 ：

（ｆ 
）

３

＝

Ｖ６ ． ０

故选 Ｄ 。

有 的学生会采用建系 的方

法 ： 如图 ７ 建立空间直角坐标系 。

令 丨

ＰＯ
｜

＝
／ｉ ，则 ￡

－

Ｖ３１ｈ

Ｆ
（参 ０ ， ０

）

，

Ｐ （ ０ ，
０ ，

／ｉ ） 〇

Ｃ
２４％

， ０ ，
０

由茂 ？ 碎＝
０

， 可求得 。

设球心坐标为 Ｑ （ 〇 ， 〇 ， ｔ ） ， 由 Ｉ

ＱＰ
｜

＝

 ｜
ＱＣ ，得

（ＤＨ＋ ，翁＝４ 。

内单调递减 ， 即 当 四棱锥 ＯＡＢＣＤ 体积取得最大值

时 
Ａ 

＝

；

＾ 。

故选 Ｃ 。

方 法 点 睛 ： 本题 以 球 的 截 面 基本性质 为 知识主

线 ， 以 几何体 的 体积最值为求解 目 标 。 在方法设计 的

过程 中 ， 应尽 量 引 人单参 数 ， 并遵 循
“

求 解 什 么 设什

么
”

的基本原则 （本 问题 由 于求 高 的值 ， 故设高 为

有效减少 了运算量 。

３ ． ２ 应 用
“

墙 角 模型
”

解决外接球 问题

例 ２（ ２ ０ １ ９ 年 高 考 数 学 新 高 考 卷 Ｉ 理 科 第 １ ２

题 ） 已 知 三棱 锥 Ｐ ＡＢＣ 的 四 个顶点 在球 ０ 的球 面

所 以球的半径 ｉ？
＝

Ｉ
ＱＣ

｜

＝

／

Ｖ

／

音
＋

（

＿

ｆ ）

＝

夸 。

从 而
Ｖ球

＝

ｙ
７ｔＲ

３
＝

ｙ
７ｒ

ｆｆ
）

方法 点 睛 ： 本题在解决 的过程 中 ， 核心是在熟练

掌握正三棱锥基本性质 的基础上 （正三棱锥 的每对异

面对 棱 互 相 垂 直 ） ， 能 够 将 主 体 条 件 中 数 量 关 系

（Ｚ Ｃ￡Ｆ＝ ９ ０

°

）转化为位置关系 丄ＥＣ ） ，进而 回 归

基本 的数学模型 。 本题的求解遵循 了研究立体几何问

题的基本路径 ， 即位置关系论证先行 ，数量计算后置 。

在没有 思路 的情况下 ， 建 系 也是一种 处理方式 ，

但运算量相对较大 ， 略显
“

小题大做
”

。
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３ ． ３ 应 用
“

中 线模型
”

解决外接球 问题

例 ３（ ２ ０ １ ７ 年 高 考数 学全 国 卷 Ｉ 文科 第 １ ６ 题 ）

已知三棱锥 ＳＡＢＣ 的所有顶点都在球 ？ 的球面上 ，

ＳＣ 是球 ０ 的 直径 。 若平 面 ＳＣＡ 丄平 面 ＳＣＢ ， ＳＡ 

＝

ＡＣ ， ＳＢ 

＝
ＢＣ ， 三棱锥 Ｓ ＡＢＣ 的 体积 为 ９ ， 则 球 Ｏ 的

表面积为


。

解 ： 如 图 ８ 所 ７Ｋ ， 因 为 中线 ＯＡ 

＝

ＯＢ 

＝

ｆ ， 所 以 ＺＣＡＳ 

＝

ＺＣＢＳ
＝

９０

°

（也可 由直径所对球周角 为直角得到 ） 。

设球 〇 的半径为 Ｒ ，则可得＆４＝

八０＝ ５￡ 

＝ 汉：
＝＃尺

， 所 以 ＳＣ丄 平

面ＯＡＢ 。

由Ｖｓ ＡＢＣ 

＝

了 

Ｓａ ＣＷＢ
．ＳＣ＝

了

？

了

可解得 只 ＝ ３
，

所 以Ｓ 

＝
３ ６ ｔｔ 。

本题也可利用球 的截面性质 ， 先计算点 〇 到平面

ＡＢＣ 的距离 ， 其 ２ 倍 即 为点 Ｓ 到平面 ＡＢＣ 的距离 ，

进而得到三棱锥 ＆ＡＢＣ 的 高 ， 代人锥体体积公式 即

可得到结论 。

方法 点 睛 ： 同
一个数学 问 题 ， 往往有 多种 不 同 的

解决方案 。 在选择解法时 ， 应聚焦 常用数学情境 中 的

通性通法 ， 要预设 当 问 题发生 细微 变化 时 ， 相关解法

是否易 于迁移 。 利用几何体 的截 面进行体积 和侧面

积的研究 ，是常用 的解法 。

３
．
４ 应 用

“

中垂线模型
”

解决外接球 问题

例 ４（ ２ ０ ２ １ 年 高 考数 学 新 高 考 卷 Ｄ 第 ７ 题 ） 已

知正三棱台 的高为 １ ，上 、下底面边长分别为 ３＃和 ４力 ，

其顶点都在同一球面上 ，则该球的表面积为 （ ） 。

故选 Ａ
。

方法 点 睛 ： 本题在算法设计时 ， 依 旧 遵循 了 外接

球问题的一般研究路径 ， 即 先寻求定 位条件 （球心 ） ，

再寻求定形条件 （半径 ） 。 而在计算方法上 ， 使用 了 局

域建立平面直角 坐标系 的方式 ， 借助坐标化求解球 的

半径 。 对于
“

中垂线模型
”

构造外接球 问题 ， 这种计算

方法具有较好的实用性和迁移性 。

３ ． ５ 几何体 的 内 切球 问 题

例 ５若三棱 锥 Ａ ＢＣＤ 的 两 条棱 ＡＢ ＝ ＣＤ 

＝

６ ， 其余 各 棱 长 均 为 ５ ， 则 三 棱 锥 的 内 切 球 的 半 径

为


。

解 ： 如 图 １ １ 所示 ， 取 ＡＢ 的 中

点 Ｐ ． 联结 ＰＣ ， ＰＤ ， 设该三棱锥 的

内切球半径为 ｒ 。

由 于ＡＣＡＢ 与ＡＤＡＢ 为全等

的等腰三角形 ， 则 丄平面 ＰＣＤ 。

由ＳＡＨ３Ｃ 

＝
３ ， 可得

Ｖ
＂

．４
＿ＢＣＤ

＝

了
Ｓａ ｐｃｄ

．

由 ＳＡＡｂｃ 

＝
１ ２ 可得 Ｓ全

＝
４ ８ ， 则 由 Ｖ＝

＋ 

Ｓ全 ｒ 解得

＿

３Ｖ７

方法点 睛 ： 若凸 多 面体 的全面积为 Ｓ ， 体积为 Ｖ
，

其 内 切球 的半径为 「
， 则 Ｖ＝

＋
Ｓｒ 。 与 凸 多面体 内 切

球的有关问题 ， 常应用 上述算法求 内 切球 的半径 ， 这

种方法相对于几何法 （先定位球心 、再定量半径 ） 的适

用性更强 。

４ 反馈训练

Ａ

图 １ １

Ａ．ｌ Ｏ Ｏ ｉｔＢ ．１ ２ ８ ７ｔＣ ．１ ４ ４ ｔｔ

解 ： 如 图 ９ 所示 ， Ｚ） 和 Ｄ
， 分别

是正ＡＡＢＣ 和 正ＡＡ Ｂ
ｔ Ｇ 的外心 ，

联结 ＤＤ
，

，则其为ＡＡＢＣ 和

的 中垂线 。 取侧棱 的 中垂线使

其与 ＤＤ
， 相交于点 Ｏ ， 则 Ｏ 即 为正

三棱 台
－ＡＢＣ 外接球 的球心 。

由 题意可得 ，

４ ， ￡）
１

６
１

＝
３ ， 如 图 １ ０ 所 ；〇＾ ， 建立

平面直角 坐标 系 ｘＤｙ ， 易 得 ＲＢ
ｉ

的 中垂线方程 为 ｊ 

＝
ｘ 

—

３ ， 则 ０

的坐标为 （ 〇 ，

一

３ ） ， 解得 ＯＢ
｜
＝

５ ，所 以该球 的表面积为 Ｉ Ｏ Ｏ ｔｔ 。

Ｄ ．１ ９ ２ 丌

ｙ

琴 （
３

，
１

）

Ｙ
Ｄ ／ 

５
（
４

，
０

）

图 １ ０

（ １ ） 已 知 Ａ ， Ｂ ，
Ｃ 为 球 Ｏ 的 球 面上 的 三个 点 ， 圆

０
， 为ＡＡＢＣ 的外接 圆 。 若 圆 Ｏ

， 的面积为 ４ ：ｒ ，
ＡＢ 

＝

ＢＣｓ ＡＣｓ ＯＯ
，

， 则球 Ｏ 的表面积为 （ ） 。

Ａ ．６ ４ ｊｔＢ
．４ ８ ｔｔＣ ．３ ６ ｊｔＤ

．３ ２ ｔｔ

（ ２ ） 已 知 在 三棱锥 Ｐ－ＡＢＣ 中 ， ＰＡ丄平 面 ＡＢＣ ，

ＰＣ丄ＡＢ ， 若 三 棱 锥 Ｐ－ＡＢＣ 的 外 接球 的 半 径 是 ３
，

Ｓ 

＝

Ｓａａｂｃ 
＋ Ｓａａｂｐ 

＋ Ｓａａｃｐ ， 则Ｓ的最大值是 （ ） 。

Ａ ．３ ６Ｂ ．２ ８Ｃ ．２ ６Ｄ ．１ ８

（ ３ ） 已 知 四棱锥 Ｐ ＡＢＣＤ 中 ， 底 面 ＡＢＣＤ 是边长

为 ４ 的正方形 ， 平面 ＰＡＢ丄平面 ＡＢＣＤ
，且ＡＰＡＢ 为

等边三角形 ，则该 四棱锥的外接球的表面积为 （ ） 。

Ｂ
．

１ １ ２

Ｃ ．３ ２ ；ｒ Ｄ
２ ５ ６
—

７Ｔ


