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一

中 学

近年来的高考和各级各类模拟考试中 ，立

体几何的外接球和 内切球问题 ， 已成为常考常新

试题 ，通常以选填题的形式出现 ，主要考查空间 中

的垂直与平行关系 、空间距离 、球的表面积和体积

等知识 。 通过梳理高考真题和模拟题 ，不难发现

该类问题可以归结为几类模型问题求解 ，在高考

备考中 ， 只要根据题 目条件识别出 问题所属模型 ，

就可根据模型快速解题 。 下面笔者通过一些典

型例题对立体几何中有关球的模型进行归纳 ，与

读者交流 ， 以期对同学们的高考备考能提供一些

帮助 。

一

、 外接 球模型

模 型 一 ： 正棱锥模 型

由 于正棱锥顶点 的 投 影是底 面 的 外 心 ，

由 定心法可知正棱锥 的外接球球心在底面 的

高上 。 若设正棱锥 的 高 为 底 面 外接 圆 的

半径为 ｒ
， 外接球 的 半径 为 Ｒ

，

由 图 １ ， 图 ２ ， 图 ３ 知 ， 对任意正

棱 锥 ， 有ＯＡ＝ ＿Ｒ
， Ｏ

ｑ 
Ａ＝ｒ

，

ＯＣ＾
＝

／ｉ Ｒ（如 图１
， 图３ ） ， 或

００
，

＝ ＾ ／！ （如 图 ２ ） 。 根 据勾

股定理 ， 可 得 到 正棱 锥 外 接球

半径的通用公式为 Ｒ
２

＝

ｒ
２

＋ （ ／ｉ ＿Ｒ ）

左一 Ｐ

／

圏 ａ

洌 １所有棱长均为 ：ｆ 的廉四棱锥的

外接球丰径为 。

解 析 Ｓ暑知底面 边长为 ２的 績方形 ）外

接 圆 的半径 ｒ 

＝

ｖＴ ， 正 四棱锥 的 高 ／１
＝＃ ， 根

周 晓 刚 江步云

据公式Ｒ
２
＝

ｒ
２

＋ ａ  ＿Ｒ ）

２

， 可得

模型 二 ： 线面垂直模 型

众所周 知 ， 存在外接球 的 棱柱均 为直棱

柱 ， 但直棱柱存在外接球 的 条件是底 面存在

外接 圆 。 如 图 若设直棱柱 的

高为 ／Ｉ ， 即 〇〇
，

：

ｔ ， 设底 面外

图 ／
Ｉ

接 圆 的 半径 为 ｒ
， 即 ０

， 
Ａ
＝

ｒ

设外接球 的半径为 Ｒ
， 即 〇Ａ 

＝

尺 。 由 勾 股 定 理 知 ＃
＝

ｒ
２

４

２

， 显然该公式对直棱柱 的

外接球具有一般适用性 。 而具有线 面垂直特

征 的棱锥都 可 以 补成一个直棱柱 ， 而且该直

棱柱和原棱锥具有相 同 的外接球 。 所 以 公式

Ｒ
２

＝

ｒ
２

＋＾ ｙ 适用 于所有具有线 面垂直特

征 的棱柱与棱锥 ， 其 中 Ｒ 是外接球 的半径 ， ／Ｉ

是垂线段 的长度 ，
ｒ 是垂面外接 圆 的半径 。

洌 ２已 知三棱锥 中 ， ＡＣ丄平

则该三棱锥 的外接球 的半径为 。

：

６ ０
。

解 析 ： 在 Ａ ＳＢＣ 中 ， ２ ｒ

ＢＣ

ｓ ｉ ｎ＾ ＢＳＣ

２ Ｖ

，

３

ｓ ｉ ｎ６ ０
°

／
Ｉ ， 即 ｒ

＝

２ ， 垂 线 段 ＡＣ 的 长 度 为

４＃ ，代人公式 Ｗ Ａ
Ｔ

：

１ ６ ，得Ｒ 

＝

４  ｃ

模型 三 ： 增补成长方体 的模 型

众所周知 ， 长方体的体对角 线 即为其外接

球的直径 。 将棱锥增补成长方体的操作不仅仅

局限于解决外接球问题 ， 在截面等其他问题 中

也有类似操作 。 在这里我们主要阐述两种具体

模型 ：对棱相等的三棱锥 （如 图 ５ ） 、 有 三个面是

系求轨迹 ； ③可 以 利用空 间 坐标运算求轨迹 。

立体几何 中 的 动 点轨迹 问 题 ， 主要考查

空 间想象能力 ， 分析变化 中 的不变量 ， 考查 的

内容 以教材 中 的 公理 和 基 本定理为 主 ， 若我

们能熟 练掌握这 些基本公理 、 定 理 、 概念 、 公

式等 ， 牢记文 中 归 纳 总结 出 的 六大类 型及其

通性通法 ， 定 能轻松掌握立体几何 中 的 动 点

轨迹 问题 。

（ 责任编 辑 王福 华 ）

１ ０
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賣爾Ｓ角形＿兰棱锥Ｘ如國 ｆｉｕ 圏 ７ ？圈 ？ ，

图 ５

ＢＢ

／！

，

、
、

／
／

１

ｆ

！ Ａ

ｓ
、

、
、

ＬＣｚ 

一

７

圏 Ｓ

／Ｉ ＼／

ｕ
１／

＼

＼

＼

＼

、

、

＼＼／

ｆ

Ｉ

１

／

＇ｓ

、

、

、
、

…

誠 ？菌 ｆ

倒 ３在三櫞锥 Ｄ －

ＡＡＯ 中、
＝

ＢＣＡ 

＝

ＪＬＤＢ０ 

＝

０ ０
？

，
Ｂ 

Ｄ 

＝

ＢＣ 

＝

５ ｉＭ
＇

ＭＭ

Ａ ＜Ｄ与 ＳＥＪ 所成角 的余弦值为善 ，则读Ｓ橇锥
５

的外接球的表面积为 。

解 析 ： 观察到 该三棱锥 有 三个直角 但两

两不共顶点 ， 并没有线面垂直的特征 ， 不符合

模型二 ，所 以 只 能增补成长方

体 （ 如 图 ９ ） 再 作 研 究 。 直 线

ＡＣ 与 所成角 即

３

ｔ
由ｃｏ ｓ＾ＤＢＥ

：

５

知ＢＥ
＝

３ ．

图 ９

ＤＥ
＝ ／

Ｉ ， 则 外 接 球 的 直 径 为

Ｖｂｃ
２

＼ ｂｅ
２

＼ ｄｅ
２

＝
５７２ ， ４ 丌

＝

５ ０ ｔｃ  〇

模 型 四 ： 般模 型

一般来说 ， 除了上述三种特殊模型 ， 其他

均用 一 般 方 法 定 心 法 解

决 。 如 图 １ ０ ， 面 ＡＢＣ 和 面

ＤＥＦＧ 均是任意 多 面体 的 两个

面 ， 而 〇
，

， 〇 ２ 是这 两个面 的 外

心 。 由 球 的 性质 知过外 心 〇
，

，

〇
２ 分别作这 两个面 的垂线 ， 两

条垂线均过球心 ， 即 两条垂线 的交点为球心

此为定心法 。

洌 ４如？１ １ ， 截

长 方体

中 ，
ＡＢ

＝

２
，
ＢＣ

＝ ０＾
＝

１ ， Ｅ ， Ｆ分 别 为ＡＢ ， ＣＤ

的 中 点 ， 则 三 棱 锥 图 １  １

Ｖ

ＡＥ

＼

Ｂ

外接球 的表面积为 。

解 析 ： 用定心法解决外接球 问题 ， 首先要

找到两个外心位置特殊 的面 。 在三棱锥 Ｄ ｒ

中 ， 面 和面 ＦＥＢ 是直角 三角 形 ，

两条斜边 的 中 点 ０
，

， ０ ２ 即 为两个

直角 三 角 形 的 外 心 。 过 〇
，

， 〇 ２ 分 别 作 面

和面 的垂线 ， 交于球心 ０ ， 取 ＥＦ

的 中 点Ｇ ， 则 半 径Ｒ＝ＯＣ＝

Ｖ〇 ２
〇

２

＋〇
２Ｃ

２

。 在 四 边 形ＯＣ＾ ＧＣ＾中 ，

Ｏ
．
Ｇ

Ｖ２

Ｏ ． Ｇ ：^００
｝

Ｇ 
＝

Ｊ１００
２
Ｇ

２
７ ｚ

２

为二面角 ＤｒＥＦ Ｃ 的平面角 ，

易得其为 １ ３ ５ ＇ 延长 ＯＯ ＾ Ｃ＾ Ｇ 交 于 Ｍ ， 可

得ＭＧ
＝ １

，

＝ ／
１ ５

°

， 在Ｒ ｔＡＭ０
２
０中 ，

〇〇 ， ＭＯ ，

ｙ〇 ２
〇

２

＋〇
２
ｃ

２

＝

１ １ ７Ｃ
 。

３

ｙｒｒ

２

则 Ｒ ＯＣ

， 则 表 面 积 为 ４ ｔｃＲ 

２

评 注 ： 本题是定心 法 最 一般的 情 况 ，
也是

最繁杂 的 情 况 ，
这种情 况 下 会构 造 出 四 边 形 ，

而 这个 四 边形 的 已 知 角 是 两 个 直 角 和 一 个二

面 角 的 平 面 角 ，
已 知 边是二 面 角 的 平 面 角 的

两 边 ， 需要解 出 两 条 垂 线 段 中 的
一 条再 进 一

步求半径 。

倒 ５Ｂ 知 ＣＳ椽锥Ｐ － ＡＢＣＤ 的磨商

ＡＢＣＨ
綦ｇＪ

■

形 ， 侧 菌 ＰＣＨ
丄 菌 ＡＳＣＤ ｆ

ＺＣＰＤ 

＝
６９％ 

Ａ Ｂ＝ＰＤ
＝

２
， 则 四 棱 锥Ｐ

Ａ ＆ＣＪＤ 的外接球的体积为


？

解 析 ： 如 ＷＵｖ过０Ｅ方形

ＡＢＣ？ 的 外 心 Ｃ？ ， 和 ｜￡三 ：角

藤 ＰＣ
＊

Ｅ ？ 的外 心 Ｏ ｓ分别 作

两个 ５
Ｆ舞錄■錢 ｒ交警球 心

Ｏ ，木难看出 ００」

＝ ＭＱ
？

＝

，ｓ Ｍｉ ｅ

ｆ 

｜
ＪＯ

， 
Ａ ＝參 根锯匈鹰窠

理得聲接豫的手養 １？ 
＝ＱＡ 

＝则体积为

４２ ８＾／２ ＼

Ｔ
７ｒＲ

评 注 本．题是将 一锻题 型 中 的 二 面 角 特

殊化 为 Ａ二 面 角 ｆ难度 大 幅虞下 降 ，

１ １
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倒 ６在 三 棱锥 Ｐ ＡＢＣ 中 ， ＡＡＢＣ

是边长为 ３ 的 等边三角 形 ， Ｄ 是线段 ＡＢ 的

中点 ，
ＤＥ ｆｌＰＢ

＝ Ｅ
， 且ＤＥ 丄 

ＡＢ
， 若， ＣＤＥ

＝

１ ２ ０
。

， １＾
＝

｜
， １＾ ＝￥ ， 则 三 棱 锥 尸

ＡＢＣ 的外接球 的表面积为 。

解 析 ： 由ＰＡ 
＝

｜
， ＰＢ ＝＾

＾
， ＡＢ ＝ ３知

ＡＰＡＢ 为 直角 三 角 形 。 如

图 １ ３ ， 过 正 ＡＡＢＣ 的 外 心

Ｏ
］
和 Ｒ ｔＡＰＡＢ 的 夕卜 心 Ｄ

分别作两个面 的垂线 ， 交 于

球 心 〇 。 由 题 意 可 知图 １ ３

ＥＤＣ为 二 面角Ｐ ＡＢ Ｃ

的平面 角 ， ＺＥＤＣ
＝

 １ ２ ０
°

， ＺＥＤＯ
＝

９ ０
°

， 则

２０ １Ｘ＾
＝

３ ０
°

。 又 在
Ｒ ｔＡＯＤＣ＾中 ，

００
］
＝

ｆ ， 可得 〇〇
，

＝

＋ 。 又 ａ ｃ ＝ ｖ＾ ， 则 外接球

／ 

Ｉ Ｑ

的 半径 Ｒ＝Ｖ〇〇
＇

＋〇
１ｃ

２＝

＾
， 即 表

面积为 １ ３ ｔｃ 。

评 注 ： 本题 其 中
一 个 面 的 外 心 刚 好在 二

个 面 的 交 线 上 ， 如 同 例 ４ 中 的 四 边 形 退化成

直 角 三 角 形 。

二
、 切 球模型

模 型 ： 多 面体 的 内切 球

如 图 １ ４ ， 球 Ｏ 为 四 面 体

Ａ  ＢＣＤ 的 内 切 球 ， 由 球 的 性

质知 四面体 〇 ＡＢＣ ， 〇 Ａ ＢＤ
，

Ｏ ＡＣＤ ， 〇 ＢＣＤ 的 高 均 为 内

切 球 的 半 径 ｒ
， 则 Ｗ ＳＣＤ

＝

＾Ｏ Ａ Ｂ Ｃ＾ Ｏ Ａ ＢＤ＾ Ｖ〇 Ａ ＣＤ＋ ｖ Ｏ Ｂ ＣＤ

＝ 

＾
Ｓ Ａ Ａ Ｂｃ

？

ｒ ＼ Ｓ ＾ Ａ ＥＤ
？

ｒ ＋ 

？

Ｓ Ａ Ａ ＣＤ
？

ｒ

＋
ｙ

ｉ
，ａａｅａ

？

？ ：不坊设 四面体 Ａ ＢＣＤ 的 体

十摩生省理化

前＿墨该：几何体必须具有 内切球 ．

倒 ７
（ １ ）边使为 ２ ＿遽＿面体 的 内切

球 的半ｅ为


ｃ２ ） Ｈ
＿ 幕容器为三棱控 ＊裔为 ３ ？ 底

：

面

是腰为 的 等腰 爾 三角 形 ＊ 则＊臀器能攀

下錄最大球的体积为 。

解 析 ： ＜ １ Ｘ边长为 ２ 的 ；ＩＥ四 面体的体积和

表 ，面親分别 为 Ｖ 

＝

￥ ， Ｓ
＝

４ 邊 ＃ 则 内 切球

３Ｖ
的半径 ｒ 

＝

ｊ 

＝

（ ２ ）若想将球放人棱柱 中 ， 球必须满足两

个条件 底面 内 切 圆 的 半径 ＝及  １

三棱柱高 的一半 ＝ 所 以 ｒ ＜ ｖ＾   １
， 故能

装下 的最大球的半径为＃  １ 。

模 型 二 ： 其他切球

内切 问题 内 容 丰 富 ， 除 多 面体 的 内 切 球

外 ， 还有旋转体 的 内 切球 、 棱 切 球 ， 以 及 多 个

球与几何体 内切等 。 解决这类 问题 的思路基

本一致 ， 即探寻球心 和切点 。

ｉｆ！ ）８三个半径为 ３ 的 球两两相 切放

置在水平桌 面上 ， 则 三个球 与 桌面 围 成 的 空

间 中 能放置的最大球 的半径为 。

解析 ： 显然所求球 与 三个球 和 桌 面均相

切 。 设三个球 的 球 心 分别 为 〇
１

， 〇
２

， 〇
５

， 与

桌面 的三个切点分别为 Ａ
，
Ｂ

， Ｃ ， 则 三棱柱是

一个底 面边长 为 ６ ， 高 为 ３ 的

正棱柱 。 如 图 １ ５ ， 设所求球 的

球心为 〇 ，半径为 ｒ
， 与 桌面 的

切 点 为 Ｄ
， 则 三 棱 锥 Ｏ

为 正三 棱锥 ， 底 面边

长为 ６ ，侧棱长为 ｒ ＋ ３ 。 根 据题意 可求 三棱

维 〇 〇
ｑ 
〇

 ２ 
〇 的 高为 Ｖｒ

２


＼ ６ ？



３ ， 而根据相

切知 ＯＤ ＝

ｒ
， 三 棱锥 Ｏ Ｃ＾ Ｃ＾ Ｃ＾ 的 高 又 为

积为 Ｖ
， 表面积为 Ｓ ， 则 ｒ 

＝

ｊ
。 很 显然 此结

论具有一般性 ， 对所有具有 内 切 球 的 多 面体

均适用 。 但应用 此结论有 两个前提 ： 第一是

必须为 多 面体 ， 第二是必须为 内 切 球 。 而第

二点 同学们容易 将
“

几何体能打磨成 （ 装 下 ）

最大的球
”

误 以为一定是 内切球 ， 这一论断的

３  ｒ
， 则ｖＶ

２

＋ ６ ？



３
＝

３  ｒ
， 解得ｒ

＝

ｌ
。

评 注 ： 解决 本题 的 关 键在 于 确 定 四 个球

心 和 四 个切点 的 位置 。

关于外接球和 内切球 问题 ， 解题的关键在

于记住几个特征明显的模型 ，方便快速甄别 ，其

他的模型均用一般方法解决 。

（责任编 辑 王福华 ）

１ ２


