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摘 要: 文章以一节关于正余弦定理的复习课为切入口，记录了复习课教学的新视角———从本源的视角、命题的视
角、全局的角度审视数学问题，从本源的发现中寻找数学方法，从试题的命制过程中获得数学能力，站在全局的高度领悟数
学本质、提升数学核心素养．
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复习课教学，常见有以下两种模式: 一是以知

识点为主线，以点带题; 二是以例题为主要出发点，

通过例题的形式串联知识点以寻找其内在联系．无
论哪一种模式，多数教师都比较难以达到新颖和创

新的角度．笔者最近参加一次名师交流活动，有幸
听到了江苏省南京市大厂高级中学的陈萍萍老师

的一节关于正余弦定理的复习课，其上课的角度值

得同仁学习．笔者对本节课进行了整理和反思，感
触颇深，以飨读者．
1 回归本源，崭露头角
正余弦定理是三角函数的延伸，是对平面向量

的深化，是解决三角形问题的有效手段．教师首先
高度概括了正余弦定理在数学中的地位，同时以问

题串的形式引发学生对正余弦定理进行回顾和思

考．
问题 1 正余弦定理的内容是什么?
问题 2 平面向量是研究平面图形几何性质

与数量关系的重要工具，三角形作为一种几何图

形，如何从平面向量的角度证明正余弦定理?

设计意图 让学生感知三角形中存在的向量

关系以及平面向量数量化的方法．
问题 3 正余弦定理能解决三角形中的哪些

问题( 知三求一及其他) ?

问题 4 请解决以下 3个小问题:

1) 在△ABC 中，cos
C
2
=槡5

5
，BC = 1，AC = 5，则

AB= ．

2) △ABC的三边分别为 a，b，c，若 a =槡7，b =
2，A= 60°，则 sin B= ，c= ．

3) 在△ABC 中，a = 4，b = 5，c = 6，则
sin 2A
sin C

=

．
设计意图 利用正余弦定理处理解三角形的

3类常见问题，如已知两边一角、两角一边( 略) 、三
边等．
教师的设计全面地呈现了解三角形的 3 类常

见问题( 如图 1所示，因为知道 3 个角时所得三角
形相似，可以无限扩大或缩小，所以三角形不确

定) ．

图 1

2 从命题角度审视正余弦定理
例 1 △ABC的内角 A，B，C 的对边分别为 a，

b，c，已知 2 cos C( a cos B+b cos A) = c．
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1) 求 C;

2) 若 a+b= 5，△ABC的面积为 槡
3 3
2
，求 c．

( 2016年全国数学高考卷Ⅰ理科试题第 17 题
改编)

教师的选题合理，已知条件不仅考查了正弦定

理，更与课本上的练习( 射影定理 c = a cos B +
b cos A) 关联到了一起( 同时复习了射影定理的内
容) ，达到一题双关的目的．更让人感觉新颖的是第
2) 小题的设置，使得教师有较大的发挥空间，并能
将一系列的解三角形问题全部包含其中．
第 2) 小题的设置从形式上来看，利用第 1) 小

题的结论 C= π
3
，S△ABC =

1
2
ab sin C= 槡

3 3
2
，得到 ab=

6，然后利用余弦定理即可．教师还作了以下深入探
究:

师: 回顾条件“1) C = π
3
; 2) a+b = 5; 3) ab = 6

( 等价条件 S△ABC =
槡3 3
2
) ”．利用条件 2) 和条件 3)

可得∠C的相邻两边分别为 2 和 3，即知“三”( 两
边及夹角) ．
师: 知“三”能求出三角形的其他变量吗?
生 1: 能! 利用余弦定理即能求出边 c，然后利

用正弦或余弦定理即可求得其他角．
师: 知“三”即三角形确定! 那么减少条件，若

知“二”，三角形能确定吗?
生 2: 在 c2 =a2+b2 －2ab cos C 中，若知二，则方

程为不定方程，因此三角形不确定．
师: 如果是你，你会怎么设问呢?

生 3: 求范围．
师: 很好! 可以求边长的范围( 最值) 、周长的

范围( 最值) 以及面积的范围( 最值) 等等．
师: 回过来再看这 3 个条件，可以减少什么条

件，求什么最值?

生 4: 减少条件 2) ，保留条件 1) 和条件 3) ，求
周长的最小值．
生 5: 减少条件 3) ，保留条件 1) 和条件 2) ，求

周长的最小值．
生 6: 减少条件 1) ，保留条件 2) 和条件 3) ，求

周长的最小值．

师: 请同学们分成 3个小组分别解决．
生 7( 第一组代表) : 周长

l=a+b+ a2+b2－槡 ab =a+b+ ( a+b) 2－槡 18 ．
设 t=a+b，则

a+b≥2槡ab = 槡2 6，

即 t≥ 槡2 6，

从而 l( t) = t+ t2－槡 18在 t∈［2，+∞ ) 上单调递增，

于是 lmin = 槡3 6 ．
生 8( 第二组代表) :

c2 =a2+b2－ab= ( a+b) 2－3ab≥

( a+b) 2－3
a+b
2( )

2

= ( a
+b) 2

4
，

当且仅当 a= b=
5
2时取到等号

，即 c≥
5
2
，故 c的最

小值为
5
2
，周长的最小值为

15
2
．

生 9( 第三组代表) : 因为 a+b = 5，ab = 6，即三
角形两边分别为 2 和 3，所以利用“两边之和大于
第三边以及两边之差小于第三边”，可知 c∈ ( 1，
5) ，周长无最值．
师: 能求面积的最大值吗?

生 10: 若减少条件 2) ，保留条件 1) 和条件 3) ，
则三角形面积为定值; 若减少条件 3) ，保留条件 1)
和条件 2) ，则三角形的面积有最大值( 即 S△ABC =

1
2
ab sin C=槡

3
4
ab≤槡

3
4

a+b
2( )

2

= 槡25 3
16
) ; 若减少条件

1) ，保留条件 2) 和条件 3) ，则三角形的面积无最值．
师: 由以上知“三”的条件得，若仅知“两边”，

则只能利用三角形形成的条件，三角形面积和周长

均无最值，即将“知三”改成“知二”且必需要有角
的存在，否则意义不大．那么，同学们能保留条件
1) 对例 1进行改编吗?
生 11: 知一边及其对角( 即变式 1) ．

变式 1 已知 C = π
3
，c =槡7，求三角形面积的

最大值及周长的最小值．
生 12: 由余弦定理知 7 = c2 = a2 +b2 －ab≥2ab－

ab=ab( 当且仅当 a= b=槡7时，等号成立) ，故

S△ABC =
1
2
ab sin C=槡

3
4
ab≤ 槡7 3

4
．

生 13: 设三角形中边 a 所对的角为 θ，则另外
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一个角为
2π
3
－θ，利用正弦定理得

a
sin θ

= b

sin
2π
3
－θ( )

= 槡7

sin π
3

，

则 S△ABC =
1
2
ab sin C= 槡

7 3
4

sin θ·sin
2π
3
－θ( ) =…

3 高屋建瓴，由此及彼
师: 前面研究“知二”时，老师一般都给予了条

件“角为定值，对边大小确定或相邻两边关系确定
( 通常以和或积的形式呈现) ”．若“知一边及另外
两边的关系”，三角形周长和面积是否有最值?

例 2 在△ABC 中，AB = 2，AC = 槡2 2 BC，求
△ABC面积的最大值．

( 2008年江苏省数学高考试题第 13题)
( 教师给出例 2 后，留给学生足够的时间思

考．)

生 14: 令 AC= b，BC = a，AB = c = 2，则 b =槡2 a，
从而

cos C=
a2+b2－c2

2ab
= 3a

2－4

槡2 2 a2
，

sin C= 1－cos2槡 C =
－4a4+24a2－16

8a4槡 ，

于是 S△ABC =
1
2
ab sin C=

槡2
2
a2·

－a4+24a2－16
8a4槡 =

1
4

128－( a2－12)槡 2，

当 a2 = 12时，S△ABC取到最大值 槡2 2 ．
师: 有没有更简捷的方法?

生 15: 不妨设 A ( －1，0) ，B ( 1，0) ，根据 AC =

槡2BC即可求出点 C的轨迹( x－3) 2+y2 = 8，当点 C纵
坐标的绝对值最大时其面积最大，易知 S△ABC的最大

值为 槡2 2 ．
师: 怎么想到的?

生 15: 阿氏圆的定义，即一动点到两定点距离
之比为定值( 不等于 1) 的点的轨迹．

师: 求面积时需要用到 S△ABC =
1
2
ab sin C，既然

给出的条件没有角，那么必须利用余弦定理及同角

三角函数关系转化得到，计算量较大．当一边确定
时，通过建立合理的直角坐标系，利用解析几何寻

找动点轨迹，“将数转化为形”是一种比较方便的
途径，也就是我们常见的数形结合，由数转形，由形

化数．
师: 三角形一边确定，另外两边之比为定值，则

三角形面积有最大值．若改成“另外两边之和、之
积、之差”呢，同学们可以在课后进行探究; 另外对
于变式 1，同学们也可以用建系的方法，“由数转
形”尝试解决．
4 对本节课的思考
4．1 命题视角的课堂教学有利于师生共同成长
高中数学教学应以发展学生学科核心素养为

导向，创设合适的教学情境，启发学生思考，引导学

生把握数学内容的本质．本节课教师主要以两个例
题为线索，通过对例 1 的开发，启发学生对条件进
行删减、改编等手段对原题进行加工，让课堂变成
了学生思维的主阵地，丰富了课堂的维度，为学生

的思维发展提供无限的空间．学生通过思维的碰
撞、理性的分析、合理的推理，在实践中构建严谨的
数学知识体系，追寻数学问题的本源，从具体问题

中抽象出一般规律和结构．
从命题视角组织课堂教学，需任课教师具备较

强的基本功及应变能力．本节课教师虽也分析了利
用正余弦定理解决的几类问题，但并没有作为重点

讲解的内容，而是从新的角度，将问题中的条件进

行适当删减，让学生思考三角形是否确定，当不确

定时能解决三角形的什么问题以及如何求周长和

面积最值．例 1的变式巧妙地回避了相邻两边之差
为定值以及两边之商为定值这两种情形，“仅”研
究了“和或积”的问题，通过课后沟通，在这节课讲
授之前教师已经研究了所有可能，只不过这两类研

究意义不明显．例 2的改编过程虽然没有完整的探
究，但给予了学生解决方法，虽然课堂没有足够的

时间供学生研究另外两边之和、之差、之积等情形，
但教师没有直接地告知结论，而是通过思考题的形

式留给学生一些悬念，使得本节课的知识还能在课

外获得更多的拓展和延伸，反映了教师具有极强的

驾驭课堂的能力．
《普通高中数学课程标准( 2017 年版) 》( 以下
简称《新课标》) 告诉我们: 通过高中数学课程的学
习，让学生能获得进一步学习以及未来发展所必须

的“四基、四能”．本节课所执行的探究试题的命制
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过程就是有效的基本活动经验之一．教师引领学生
探究试题的命制过程，从增减条件出发，先改编条

件，然后进行知识迁移等过程，让学生直观地感受

到了试题命制过程，在这个命制过程中学习到了数

学思想方法，提升了数学能力和素养．因此，构建这
种常态化的数学活动是所有数学研究者所追逐的

方向和目标．
4．2 “知识生成过程”是回归数学本源的有效途径
“问渠哪得清如许，唯有源头活水来”．只有回
归数学的源头，才能认清数学的本质，理解数学内

涵，获得数学思想，提升数学素养．《新课标》指出，
需要借助向量的运算探索三角形边长与角度的关

系．也就是说，正余弦定理从某种程度上来说“源”
于平面向量在三角形中的应用．在没有附加条件

下，三角形中所存在的平面向量关系仅有“AB→ +

BC→ = －CA→ ”，如何将平面向量关系式转化成与边角
有关的恒等式，需师生共同探讨，在探究的过程中

进行数学抽象，掌握转化的方法，从而提升学生的

数学抽象、逻辑推理、数学建模等核心素养能力．
平面向量的数量化( 向量关系转化成数量关

系) 通常有两种途径: 一是平方法( 等式左右两边

同时平方，得到边角关系) ; 二是等式两边同时乘

以某新的向量( 向量的数量积) ，得到边角关系．如

对AB→ +BC→ = －CA→ 的两边平方即可得余弦定理，若AB→

+BC→ = －CA→ 的两边同乘以BC→ 则能得到射影定理，即

c=a cos B+b cos A; 若对AB→ +BC→ = －CA→ 的两边乘以

BC→ 的垂直向量AD→ ，则可得

AB→ ·AD→ +BC→ ·AD→ =CA→ ·AD→ ，

从而 |AB→ |· |AD→ | sin B= |AC→ |· |AD→ | sin C，
即证得正弦定理．如以下例 3两种方法均可行．
例 3 在△ABC中，点 O为三角形的外接圆圆

心，a=槡3，且 c+ 槡2 3 c·cos C= 2b，AO→ =m AB→ +n AC→ ，
求 m+n的最大值．
只有教师对平面向量数量化方法有透彻的分

析，才能让学生在遇到新问题时能从容面对，从本

质上分析其思路和方法．回归本源的知识过程通常
蕴藏在课本一些定理、命题、例题的证明中以及课
后某些习题的拓展中，因此，教师要充分地利用教

材，从知识生成过程中回归数学本源，从回归本源

的过程中提升数学素养．
4．3 以全局的眼光组织课堂教学可“一览众山小”

登得高才能望得远，这个道理无人不晓．在高三
复习课的教学中，教师更要以高瞻远瞩的眼光看待

每一个数学问题．数学世界是统一的整体，每部分都
是相互关联和相通的，因此，需要用全局的眼光组织

课堂教学，用一致的数学语言分析数学问题．
比如，苏教版《数学( 必修 1) 》中学习了函数

的单调性，同时在选修部分又从导数角度分析了函

数的单调性，因此，在复习函数单调性时，就需要从

全局的眼光，从定义的角度或从导数的角度分析．
再比如对于垂直条件的转化，可以从解析几何的角

度转化成两条直线的斜率关系( 若斜率存在，则斜

率乘积等于－1 ) ，可从初中阶段两直线垂直的判
定，或从向量的角度( 其两个向量的数量积为 0) ，
或从圆的角度“直径所对的圆周角为直角”等多个
角度看待垂直问题．因此，从“直角”这一具体的问
题抽象出不同的数学模型，正是我们数学学习的目

的所在．史宁中先生曾说过:“数学抽象就是从许多
事物中舍弃个别的、非本质属性得到共同的、本质
属性的思维过程，是形成概念的必要手段，而这种

数学抽象的过程就需要以全局的眼光，从知识前后

的一致性上发现数学知识的内在联系，用数学的思

维思考世界．”
“数缺形时少直观，形少数时难入微”，数和形
是研究高中数学最重要的两个手段，通常需要将数

转形，或形化数．数转形即借助直角坐标系构建解
析几何，形转数即借助代数运算化简转化成熟悉的

问题．因此，在复习课教学中不能孤立地去看待某
一个数学问题，而是需要用全局的眼光，从代数、几
何、向量等多种视角审视，才能做到一览众山小!
如本节课例 2 的设置，从表面上看是解三角

形，教师也非常“乐意”把这一类题放在解三角形
部分，其本质只不过是阿氏圆的代数法考查而已．
因此，教师要把学生从固定的思维中解放出来，脱

去外在的伪装，认清真实的面目．再比如例 1 的变
式，当角和所对边确定时，可以视两点固定，对角相

等的点的轨迹为两段圆弧［1］，当点恰好运动至圆

心的正上方或正下方时，面积取得最大值．
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