
　　编者按　为密切编辑部与中学的联系，本刊编委第２８次“走进课堂”，于２０２２年９月１５日赴江苏省句容高级中学

观课议课．江苏省句容高级中学由句容文化名人丁宣孝先生创建于１９２６年，建校以来，虽历经风雨涤荡，几易校名，但终

能弦歌不辍，薪火相续．近百年砥砺风雨，学校积淀了丰富而深厚的文化底蕴．学校秉承“诚·毅”校训，大力打造“诚毅果

行，守正出新”的精神文化，形成了“爱国、守纪、勤奋、健美”的校风，“敬业、奉献、求实、创新”的教风和“奋发、探索、团结、

进取”的学风．学校曾获“江苏省文明单位”“江苏省实施素质教育先进学校”等多项省部级集体荣誉．近几年来，承载着创

建“高品质示范高中”的梦想，全校上下立足新起点，瞄准高目标，坚持“以人为本，立德为先，民主和谐，全面发展”的办学

理念，着眼于校园文化建设，在努力使所有学生得到充分发展的同时，积极促进教师素质的全面提升，争取大幅度提高教

育教学质量，以期使学校综合办学绩效获得社会的更广泛认可．

单元整体视角下的高中数学概念复习教学的实践与探索
———以“解三角形”一轮概念复习教学为例＊

吴万征　（江苏省句容高级中学　２１２４００）

　　作者简介　吴万征，江苏省句容高级中学

高三数学教师兼班主任，镇江市十佳教师，镇江

市中小学教师学科带头人，句容市吴万征教师

工作室领衔人．任教高三教学十余载，教学追求

简洁、明快，注重授人以渔，努力争取教学生学

会分析问题、学会思考、学会总结、学会反思；努

力将学生融入课堂教学，启迪学生思维，引导学

生的思维自然地流淌．近年来在省级以上刊物上

发表多篇论文．

　　摘　要　本文以“解三角形”一轮概念复习教学为例，实践和探索了单元整体视角下的高中数学概念复

习教学：把解三角形归结于向量的应用，围绕 △ＡＢＣ满足的向量等式ＢＣ→�� ＝ＢＡ→�� ＋ＡＣ→�� 的数量化，用算两次的

方法统一余弦定理、正弦定理和射影定理的证明，并以此为纲构建整章的知识体系；同时以余弦定理结论中

的两个式子推导第三个式子，以及以余弦定理、正弦定理相互推导为例，呈现定理之间的内在逻辑关系，进而

揭示定理的本质．
关键词　高三数学；一轮复习；整体视角；解三角形

文章编号　１００４－１１７６（２０２２）１２－００２４－０５

１　 学情分析
本次教学对象是四星级高中的高三物化生组合

实验班学生，基础较好，有较强的自主学习能力、运
算能力和综合运用知识解决问题的能力.

２　 考点解读及教学目标
纵观近几年高考数学全国卷，解三角形是重点

考查内容之一，其本质是在三角形内蕴方程的基础
上将试题设定的条件与内蕴方程建立联系，求得三
角形部分度量关系［１］.解三角形或以选择题、填空题
的形式出现，考查考生对三角形边角关系的理解、三
角形面积公式的应用等；或以解答题的形式出现，考
查三角恒等变换、正弦定理、余弦定理等知识点，考
查降次、消元和换元等数学方法及数形结合、函数与

方程和转化回归等数学思想，大多是中等难度试题，

灵活多变，具有良好的区分度，要求考生具有一定的
运算求解能力和逻辑思维能力，同时要求考生能合

理选择解题方法.
教学目标 　（１）通过对 △ＡＢＣ 满足的向量等

式ＢＣ→�� ＝ＢＡ→�� ＋ＡＣ→�� 的数量化这根主线，统一余弦定

理、正弦定理和射影定理的证明方法，体会算两次的

算法思想，同时凸显向量的工具价值；（２）通 过对

解三角形知识点的来龙去脉的复习，构建这一章节

的单元知识体系，形成前牵后连的知识网状结构；

（３）通过余弦定理、正弦定理、射影定理结论中的两

个式子推导第三个式子，以及余弦定理、正弦定理相

互推导，感受知识间的内在逻辑和思想方法，从而实
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现对定理的本质更深刻的理解，同时体会事物之间
的普遍联系与辩证统一.

教学重点 　 从单元整体的视角构建《解三角
形》这一章的知识体系.

教学难点 　（１）用余弦定理、正弦定理、射影定
理结论中的两个式子推导第三个式子；（２）余弦定
理与正弦定理等价性证明.

３　 主要教学过程
３.１　 开门见山，直奔主题

师：同学们，我们今天复习“解三角形”.
问题１　 对于 △ＡＢＣ 中最基本的向量等式

ＢＣ→�� ＝ＢＡ→�� ＋ＡＣ→�� ，你有哪些认识？

生１：从向量相等的角度看，ＢＣ→�� 与ＢＡ→�� ＋ＡＣ→�� 方
向相同、模相等.

师：如何通过向量运算得出三角形的边角
关系？

生１：模相等———两边平方，展开可得｜ＢＣ→�� ｜２＝
｜ＢＡ→�� ｜２＋｜ＡＣ→�� ｜２＋２　ＢＡ→�� ·ＡＣ→�� .

　 图１

师：如图１，在 △ＡＢＣ 中，

角Ａ，Ｂ，Ｃ 的对边分别为ａ，ｂ，

ｃ.你的结论是 ———

生１：余弦定理ａ２＝ｂ２＋
ｃ２－２ｂｃｃｏｓ　Ａ.

师：你可以说说余弦定理的文字语言吗？

生１：三角形任何一边的平方等于其他两边平

方的和减去这两边与它们夹角的余弦的积的两倍.
师：真不错.余弦定理的符号语言呢？

生１：刚才的式子和ｂ２＝ａ２＋ｃ２－２ａｃｃｏｓ　Ｂ，ｃ２＝
ａ２＋ｂ２－２ａｂｃｏｓ　Ｃ.

师：生１通过把向量等式两边平方，通过算两次

得到余弦定理.这是向量等式数量化的结果.
问题２　 你还有其他证明余弦定理的方法吗？

请说说证明的思路.
生２：以点Ｂ为坐标原点、ＢＣ所在直线为ｘ轴、

垂直ＢＣ 的直线为ｙ轴建立平面直角坐标系，得到

Ａ，Ｃ的坐标，用两点间距离求出线段ＡＣ，另一方面

ＡＣ＝ｂ，就证得余弦定理的一个等式.其他两个同理

可证.
师：用解析法把线段ＡＣ算两次得到余弦定理，

把几何问题代数化.余弦定理还有其他形式吗？

生３：夹角公式ｃｏｓ　Ａ ＝
ｂ２＋ｃ２－ａ２

２ｂｃ
，ｃｏｓ　Ｂ＝

ａ２＋ｃ２－ｂ２

２ａｃ
，ｃｏｓ　Ｃ＝

ａ２＋ｂ２－ｃ２

２ａｂ .

师：夹角公式的用途是 ———

生３：一方面更方便记忆公式，另一方面可以解

决已知三角形三边求三内角的问题.
师：这是余弦定理能解决的斜三角形的一类问

题.余弦定理还有其他用途吗？

生３：已知两边及其夹角，求第三边及其他两角.
师：在 △ＡＢＣ 中，角Ａ，Ｂ，Ｃ 的对边分别为ａ，

ｂ，ｃ，则ａ２＝ｂ２＋ｃ２－２ｂｃｃｏｓ　Ａ ①，ｂ２＝ａ２＋ｃ２－
２ａｃｃｏｓ　Ｂ ②，ｃ２＝ａ２＋ｂ２－２ａｂｃｏｓ　Ｃ ③.余弦定理的
这三个式子对称、轮换，非常完美.我们在学习诱导

公式的时候，用两组公式可以推导第三组公式.在这

里，有一个类似的问题：

问题３　 在余弦定理的三个式子中，取其中两

个，能否推导出第三个？例如，由 ①② 两式能否推

导出 ③ 式？请思考.
生４：可以的.由①②两式可以归纳出③式是显

然成立的.（生众笑）

师：请给出“显然成立”的证明.
生４：……（挠耳表示不知，生众笑）

师：此时，我们怎样分析问题？

生众：观察条件和结论.问自己两个问题：条件

是什么？结论是什么？

师：波利亚的怎样解题的方法深入骨髓！条件

是什么？

生众：① 式和 ② 式.
师：结论是什么？

生众：③ 式.
师：条件与结论之间有哪些联系？

生４：Ａ＋Ｂ＋Ｃ＝π.
师：通过三角形内角和定理建立三个式子的联

系，说明三个式子之间是相互独立的，那么取其中两

个，不能推导出第三个.如果补充条件Ａ＋Ｂ＋Ｃ＝

π，那么要证明③式，只要证明ｃｏｓ　Ｃ＝
ａ２＋ｂ２－ｃ２

２ａｂ .

结合 ①② 两式，从等式左边往右边证，即证ｃｏｓ　Ｃ＝
－ｃｏｓ（Ａ＋Ｂ）＝－ｃｏｓ　Ａｃｏｓ　Ｂ＋ｓｉｎ　Ａｓｉｎ　Ｂ，用同角
三角函数关系和 ①② 两式把角关系转化为边关系.
请同学们尝试证明.

巡视 发 现，学 生 的 问 题 出 在 化 简 代 数 式

－
ｂ２＋ｃ２－ａ２

２ｂｃ
·ａ

２＋ｃ２－ｂ２

２ａｃ ＋ １－
ｂ２＋ｃ２－ａ２

２ｂｃ（ ）■
２

·

１－
ａ２＋ｃ２－ｂ２

２ａｃ（ ）■
２

.教师引导点拨：上述代数式

＝
１

４ａｂｃ２
（２ａ２ｃ２＋２ｂ２ｃ２－２ｃ４）＝

ａ２＋ｂ２－ｃ２

２ａｂ
，即得

③ 式.
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师：对于△ＡＢＣ中最基本的向量等式ＢＣ→�� ＝ＢＡ→��

＋ＡＣ→�� ，通过向量运算还可以得出三角形的哪些边角
关系？

生５：在向量等式两边点乘ＢＣ→�� ，化简得到ａ＝
ｂｃｏｓ　Ｃ＋ｃｃｏｓ　Ｂ；点乘ＢＡ→�� ，化简得到ｃ＝ａｃｏｓ　Ｂ＋ｂｃｏｓ
Ａ；点乘ＡＣ→�� ，化简得到ｂ＝ａｃｏｓ　Ｃ＋ｃｃｏｓ　Ａ.

师：这样把向量等式数量化后得到一般三角形
的射影定理.直角三角形的射影定理是？

　 图２

生５：如图２，在Ｒｔ△ＡＢＣ中，

∠ＢＡＣ＝
π
２
，ＡＤ⊥ＢＣ于点Ｄ，

则有ＡＤ２ ＝ ＢＤ·ＤＣ，ＡＢ２ ＝
ＢＤ·ＢＣ，ＡＣ２＝ＤＣ·ＢＣ.

师：怎么证明？

生５：用三角形相似证明.
师：在射影定理的三个式子中，取其中两个，能

否推导出第三个？留作同学们课后思考.
师：对于△ＡＢＣ中最基本的向量等式ＢＣ→�� ＝ＢＡ→��

＋ＡＣ→�� ，通过向量运算还可以得出三角形的哪些边角

关系？

生６：取ＢＣ 边中点Ｄ，连结ＡＤ.在向量等式两
边点乘ＡＤ→�� ，得到ＡＤ→�� ·ＢＣ→�� ＝ＡＤ→�� ·（ＢＡ→�� ＋ＡＣ→�� ），化简

得到ａｃｏｓ∠ＡＤＣ＝－ｃｃｏｓ∠ＢＡＤ＋ｂｃｏｓ∠ＣＡＤ.
师：确实得到一个等式.和前面的余弦定理与射

影定理相比，老师觉得这个等式不美，请你想一个办

法，把这个式子调整得简洁美观.
生６：ａｃｏｓ∠ＡＤＣ＋ｃｃｏｓ∠ＢＡＤ＝ｂｃｏｓ∠ＣＡＤ.
师：等式里的 ∠ＡＤＣ，∠ＢＡＤ，∠ＣＡＤ 可以转

为 △ＡＢＣ的内角吗？

生６：不可以.
师：这里的ＡＤ 是边ＢＣ上的中线，可以调整一

下吗？

生６：（恍然大悟）调整为边ＢＣ 上的高线，得到

ｃｃｏｓ∠ＢＡＤ＝ｂｃｏｓ∠ＣＡＤ，转化为ｃｓｉｎ　Ｂ＝ｂｓｉｎ　Ｃ，

即 ｂ
ｓｉｎ　Ｂ

＝
ｃ
ｓｉｎ　Ｃ

.同理
ａ
ｓｉｎ　Ａ

＝
ｂ
ｓｉｎ　Ｂ

，所以 ａ
ｓｉｎ　Ａ

＝

ｂ
ｓｉｎ　Ｂ

＝
ｃ
ｓｉｎ　Ｃ

.这就是正弦定理.

师：为什么调整为高线后就可以得到正弦

定理？

生６：调整为高线后就有两个垂直向量，它们的

数量积等于零.同时得到两个直角三角形，把

∠ＢＡＤ 和 ∠ＣＡＤ 转为它们的余角 ∠Ｂ 和 ∠Ｃ.
师：大家同意他的看法吗？

生７：△ＡＢＣ的形状会影响结论的.

生６：不影响，不妨设 ∠Ｃ 最大，讨论一下 ∠Ｃ
为锐角、直角与钝角的情况就行了.

师：如此分类讨论，正弦定理的证明思路就严谨
了.你可以说说正弦定理的文字语言吗？

生６：三角形的各边与它所对角的正弦之比
相等.

问题４　 你还有其他证明正弦定理的方法吗？

请说说证明的思路.
生８：以点Ｂ为坐标原点、ＢＣ所在直线为ｘ轴、

垂直ＢＣ的直线为ｙ轴建立平面直角坐标系，得到点

Ａ 的坐标（ｃｃｏｓ　Ｂ，ｃｓｉｎ　Ｂ），△ＡＢＣ 的面积为Ｓ＝
１
２
ａｃｓｉｎ　Ｂ，同理可得Ｓ＝

１
２
ｂｃｓｉｎ　Ａ，Ｓ＝

１
２
ａｂｓｉｎ　Ｃ，

就证得正弦定理.

　 图３

生９：以锐角三角形为例，作

△ＡＢＣ的外接圆（图３），Ｏ 为圆
心，连结ＡＯ 并延长交圆Ｏ 于点

Ｄ，连结ＡＤ.由平面几何的性质，

把 △ＡＢＣ 的 边 角 关 系 转 化 为

Ｒｔ△ＡＢＤ的边角关系.解Ｒｔ△ＡＢＤ

得 ｃ
ｓｉｎ　Ｃ

＝
ｃ
ｓｉｎ　Ｄ

＝２Ｒ，同理
ａ
ｓｉｎ　Ａ

＝
ｂ
ｓｉｎ　Ｂ

＝２Ｒ，就证

得正弦定理.
师：生８建立直角坐标系，利用三角函数的定义

把三角形面积算两次证明正弦定理；生９通过三角

形的外接圆，将任意三角形问题转化为直角三角形

问题证明正弦定理，得到了比值为三角形外接圆的

直径.正弦定理的证明方法很多，在正弦定理的三个

式子中，取其中两个，能否推导出第三个？留作同学

们课后思考.
师：正弦定理有哪些常用变形式？

生１０：①ａ∶ｂ∶ｃ＝ｓｉｎ　Ａ∶ｓｉｎ　Ｂ∶ｓｉｎ　Ｃ；②ａ＝
２Ｒｓｉｎ　Ａ，ｂ＝２Ｒｓｉｎ　Ｂ，ｃ＝２Ｒｓｉｎ　Ｃ；③ ａｓｉｎ　Ｂ ＝
ｂｓｉｎ　Ａ，ｂｓｉｎ　Ｃ ＝ ｃｓｉｎ　Ｂ，ａｓｉｎ　Ｃ ＝ ｃｓｉｎ　Ａ；

④
ａ＋ｂ＋ｃ

ｓｉｎ　Ａ＋ｓｉｎ　Ｂ＋ｓｉｎ　Ｃ
＝
ａ
ｓｉｎ　Ａ

＝
ｂ
ｓｉｎ　Ｂ

＝
ｃ
ｓｉｎ　Ｃ

；

⑤ 在△ＡＢＣ中，ａ＞ｂ⇔Ａ ＞Ｂ⇔ｓｉｎ　Ａ ＞ｓｉｎ　Ｂ.
师：请问第 ⑤ 式如何证明？

生１０：大边对大角，然后用正弦定理把边关系

转化为角关系.
师：在 △ＡＢＣ中，由Ａ ＞Ｂ 能推导出ｃｏｓ　Ａ 与

ｃｏｓ　Ｂ 的大小关系吗？

生１０：由余弦函数的单调性可知，在△ＡＢＣ中，

Ａ ＞Ｂ⇔ｃｏｓ　Ａ ＜ｃｏｓ　Ｂ.
师：换成正切呢？
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生１０：不好判断.
师：你的知识体系很完整，点个赞！

师：正弦定理能解决斜三角形哪些问题？

生１１：已知两角与任一边，求其他两边及一角；

已知两边与其中一边对角，求另一边及两角.

３.２　 互证定理，深化理解

问题５　 正弦定理、余弦定理、射影定理都是三

角形基本要素之间的等量关系，那么它们之间有怎

样的联系呢？是相互等价的吗？以正弦定理与余弦

定理为例，请尝试.
师：条件是什么？

生 １２：△ＡＢＣ 满 足 正 弦 定 理 ａ
ｓｉｎ　Ａ

＝

ｂ
ｓｉｎ　Ｂ

＝
ｃ
ｓｉｎ　Ｃ

.

师：这个条件有其他形式吗？

生１２：ａ＝２Ｒｓｉｎ　Ａ，ｂ＝２Ｒｓｉｎ　Ｂ，ｃ＝２Ｒｓｉｎ　Ｃ.
师：目标是什么？

生１２：证明余弦定理ａ２＝ｂ２＋ｃ２－２ｂｃ　ｃｏｓ　Ａ，另
外两个式子同理可证.

师：目标有其他表达形式吗？

生１２：ｃｏｓ　Ａ＝
ｂ２＋ｃ２－ａ２

２ｂｃ .

师：目标与条件有什么关系？

生１２：可以把条件代入目标，化简整理.
师：思路很清晰，用证明等式的想法，化繁为简.

请板书你的证明过程，其他同学在稿纸上证明.
生１２：由 Ａ ＋Ｂ ＋Ｃ ＝π 及 正 弦 定 理 知

ｂ２＋ｃ２－ａ２

２ｂｃ ＝
１
２
·ｓｉｎ

２　Ｂ＋ｓｉｎ２　Ｃ－ｓｉｎ２　Ａ
ｓｉｎ　Ｂｓｉｎ　Ｃ

＝
１
２
·

ｓｉｎ２　Ｂ＋ｓｉｎ２　Ｃ－ｓｉｎ２（Ｂ＋Ｃ）
ｓｉｎ　Ｂｓｉｎ　Ｃ

＝
１
２

·

ｓｉｎ２　Ｂ＋ｓｉｎ２　Ｃ－（ｓｉｎ　Ｂｃｏｓ　Ｃ＋ｃｏｓ　Ｂｓｉｎ　Ｃ）２

ｓｉｎ　Ｂｓｉｎ　Ｃ
＝

１
２
· ２ｓｉｎ２　Ｂｓｉｎ２　Ｃ－２ｓｉｎ　Ｂｓｉｎ　Ｃｃｏｓ　Ｂｃｏｓ　Ｃ

ｓｉｎ　Ｂｓｉｎ　Ｃ
＝

ｓｉｎ　Ｂｓｉｎ　Ｃ－ｃｏｓ　Ｂｃｏｓ　Ｃ＝－ｃｏｓ（Ｂ＋Ｃ）＝ｃｏｓ　Ａ，即

ａ２＝ｂ２＋ｃ２－２ｂｃｃｏｓ　Ａ.
同理ｂ２＝ａ２＋ｃ２－２ａｃｃｏｓ　Ｂ，ｃ２＝ａ２＋ｂ２－

２ａｂｃｏｓ　Ｃ.
师：类比刚才的用正弦定理证明余弦定理，请由

余弦定理证明正弦定理.
生１３：不太好证明.
师：我们一起分析，条件是什么？

生１３：△ＡＢＣ 满足余弦定理ａ２ ＝ｂ２ ＋ｃ２ －
２ｂｃｃｏｓ　Ａ，ｂ２＝ａ２＋ｃ２－２ａｃｃｏｓ　Ｂ，ｃ２＝ａ２＋ｂ２－

２ａｂｃｏｓ　Ｃ.
师：目标是什么？

生１３：证明正弦定理
ａ
ｓｉｎ　Ａ

＝
ｂ
ｓｉｎ　Ｂ

，其他同理.

师：条件向目标转化，还是目标向条件转化？

生１３：两个方向都不太好处理.
师：请观察条件和目标，它们具有怎样的结构

特征？

生１３：条件是三个二次的等式，目标是分子和
分母都是一次的分式.

师：降幂好，还是升幂？

生１３：升幂，ａ２ｓｉｎ２　Ｂ＝ｂ２ｓｉｎ２　Ａ.
师：升幂后的目标与条件有联系吗？

生１３：再转化为ａ２（１－ｃｏｓ２　Ｂ）＝ｂ２（１－
ｃｏｓ２　Ａ）.

师：如何证明这个等式？

生１３：即证ａ２ｃｏｓ２　Ｂ－ｂ２ｃｏｓ２　Ａ＝ａ２－ｂ２.
师：思路厘清了.请板书你的证明过程，其他同

学在稿纸上证明.
生１３：由余弦定理知

ａｃｏｓ　Ｂ＝ａ·
ａ２＋ｃ２－ｂ２

２ａｃ ＝
ａ２＋ｃ２－ｂ２

２ｃ ①，

ｂｃｏｓ　Ａ＝ｂ·
ｂ２＋ｃ２－ａ２

２ｂｃ ＝
ｂ２＋ｃ２－ａ２

２ｃ ②.

由 ①② 得 ａ２ｃｏｓ２　 Ｂ － ｂ２ｃｏｓ２　 Ａ ＝
（ａ２＋ｃ２－ｂ２）２

４ｃ２ －
（ｂ２＋ｃ２－ａ２）２

４ｃ２ ＝
１
４ｃ２
［（ａ２＋ｃ２－

ｂ２）＋（ｂ２＋ｃ２－ａ２）］［（ａ２＋ｃ２－ｂ２）－（ｂ２＋ｃ２－

ａ２）］＝
１
４ｃ２
［２ｃ２·２（ａ２－ｂ２）］＝ａ２－ｂ２，所以ａ２（１－

ｃｏｓ２　Ｂ）＝ｂ２（１－ｃｏｓ２　Ａ），即ａ２ｓｉｎ２　Ｂ＝ｂ２ｓｉｎ２　Ａ，也即

ａ
ｓｉｎ　Ａ

＝
ｂ
ｓｉｎ　Ｂ

.同理
ｂ
ｓｉｎ　Ｂ

＝
ｃ
ｓｉｎ　Ｃ

，所以 ａ
ｓｉｎ　Ａ

＝

ｂ
ｓｉｎ　Ｂ

＝
ｃ
ｓｉｎ　Ｃ

.

师：两位同学的数学基本功很强.我们在分析和
解决问题的时候，经常问问自己：已知条件是什么？

目标结论是什么？它们两者之间的关系是什么？已
知条件可以转化吗？目标结论可以转化吗？转化
后，它们两者之间的关系是什么？

问题６　 对于解三角形，你还有补充吗？

生１４：三角形的面积公式：①Ｓ＝
１
２
ａｈ，②Ｓ＝

１
２
ａｂｓｉｎ　Ｃ，③海伦公式Ｓ＝ ｐ（ｐ－ａ）（ｐ－ｂ）（ｐ－ｃ■ ），

其中ｐ＝
１
２
（ａ＋ｂ＋ｃ），④ 坐标公式Ｓ＝

１
２｜
ｘ１ｙ２－

·７２·２０２２年第１２期　　　 　　　　　　　　中学数学月刊　　　　　 　　　　　　　　　　



ｘ２ｙ１｜.
生１５：角平分线定理！如图４，在 △ＡＢＣ 中，

ＡＤ 是 ∠ＢＡＣ的平分线，则
ＡＢ
ＡＣ＝

ＢＤ
ＤＣ.

师：你可以证明吗？

图４ 图５

生１５：结合条件“ＡＤ 是 ∠ＢＡＣ 的平分线”，分

别在 △ＡＢＤ 和 △ＡＣＤ 中用正弦定理，然后两式相
比就得证.

师：这是三角形的内角平分线定理.外角平分线

定理呢？

生１５：在△ＡＢＣ中，∠Ａ的外角平分线交ＢＣ的

延长线于Ｄ，则
ＡＢ
ＡＣ＝

ＢＤ
ＤＣ.

生１６：三角形中线长公式.如图５，在△ＡＢＣ中，ＡＭ是

ＢＣ边上的中线，则ＡＭ＝
１
２

２（ＡＢ２＋ＡＣ２）－ＢＣ■ ２.

师：你可以证明吗？

生１６：结合条件“ＡＭ 是ＢＣ边上的中线”，分别

在 △ＡＢＭ 和 △ＡＣＭ 中用余弦定理的夹角公式，然
后两式相加就得证.

师：三位同学补充了三角形的面积公式、三角形

角平分线定理和中线长公式三个常用的结论，并用

算两次的算法思想给出了相应的证明.

３.３　 归纳小结，呼应主题

师：本节课，我们围绕 △ＡＢＣ 的最基本向量等
式ＢＣ→�� ＝ＢＡ→�� ＋ＡＣ→�� 数量化，复习了正弦定理、余弦定

理和射影定理的内容、证明方法以及其他证法；以余

弦定理为例重新认识了这三个等式之间的关系；以

正弦定理和余弦定理为例证明了它们的等价性；还

有一些三角形的相关结论.

４　 教学感悟

４.１　 对标高考，概念复习课紧扣课本不疾而速再重

现，唤醒数学知识记忆

２０１１年高考数学陕西卷文理科第１８题：叙述并

证明余弦定理.此题考试结果很不理想，满分１２分

的题，平均分只有５.４３分，而且，“叙述”定理部分可

以得４分，可见“证明”定理部分几乎没有得分［２］.这

是３０年后再次考查余弦定理的证明，而答案就在课

本上.这就提醒我们一轮复习要紧扣课本：紧扣概
念、定义、定理、公式等发生发展的过程；紧扣课本经
典例题、练习和习题所蕴含的解题方法和数学思想，

穿珠成串.
本节课，在学生复习课本的基础上，笔者两节课

连上，在师生、生生交流间完成解三角形知识点的复
习.笔者不着急、不赶进度，给学生时间展示复习的
成果，板书解答的过程.比如生６在向量等式数量化
时，在等式两边点乘三角形中线所构成的向量得出
等式后，笔者从等式对称美的角度，从用三角形基本
要素表达的角度启发生６用三角形高线所构成的向
量实现正弦定理的生成，并追问生６为什么用高线，

把学生的思维“挤”出来，唤醒数学知识记忆.
４.２　 注重生成，向量法一以贯之进行知识体系再建

构，积累数学活动经验
概念复习课是一轮复习教学的常见课，也是基

础课.笔者从教以来实践过的一轮概念复习课的模
式有：当作新课带学生重新快速上一遍；带领学生简
单罗列教材上的知识点；将概念的关键字删除后让
学生完成概念填空；将概念融入简单习题作为前置
作业由学生课前完成；布置学生自主整理章节思维
导图等.如此概念复习教学，浮光掠影，都不能避免
知识的碎片化，也不能促进学生在螺旋式教学中获
得对概念更深层次的认识.《普通高中数学课程标准
（２０１７年版２０２０年修订）》指出：关注单元知识的系
统性，帮助学生理解数学的结构，增进复习的有效
性，达到相应单元的“学业要求”［３］９３；《中国高考评价
体系》要求：对同一层面的知识、能力、素养能够横向
融会贯通，形成完整的知识结构、能力结构网络［４］.

本节课，笔者围绕“对于 △ＡＢＣ 中最基本的向
量等式ＢＣ→�� ＝ＢＡ→�� ＋ＡＣ→�� ，通过向量运算得出三角形的
哪些边角关系？”这一核心问题三问学生.一方面，

通过对向量等式的数量化，用算两次的算法思想自

然生成余弦定理、射影定理和正弦定理，以此帮助学

生厘清知识的来龙去脉，以便让学生不仅能掌握定

理的表征，还能理解定理的生长点、生成过程和应用

形式，既获得知识的宽度，又习得思维深度；另一方
面，从单元整体视角出发，把《解三角形》这一章归

结于向量的应用，引导学生体会并理解知识的连贯

性和过程的连续性和一致性，积累用向量方法解决

几何问题的数学活动经验.

４．３　凸显关联，着眼定理自身关系与相互关系再探

究，培养逻辑推理素养

高三数学复习课时间紧、任务重、容量大、节奏快，

（下转第３７页）
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语言转译重视不够，训练较少，学生处理此种问题的

方法和能力还很欠缺，问题３的测试结果就是一个

例证.
当然，文字语言、图形语言和符号语言是一个不

可分割的、统一的整体，它们能够互相渗透、互相印

证、互相转化和互相补充，从文字语言到符号（图形）

语言的转译可使具体、复杂的问题形象化、简单化；

从符号语言到图形（文字）语言的转译能使简洁、抽

象的问题具体化、直观化；从图形语言到文字（符号）

语言的转译能使直观的、模糊的问题符号化、精确

化［８］．数学教学过程中，要多让学生对同一个数学问

题用多种数学语言进行表达，使他们能够从多角度、

多方位去发现和提出问题、分析和解决问题．这样经

常性的数学语言“互译”，一定能使学生的数学语言

转译能力得到提高，从而实现培养学生数学核心素

养的目标．
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笔者曾经一度轻概念的复习，引导学生将概念一过，

随即就进入刷题讲题循环模式，期待在刷题中学会

刷题．结果是笔者忙碌于各种题型的总结，疲惫于各

种试卷中难题的讲解，错过了给予学生对概念，尤其

是核心概念在一轮复习中深层次再理解和融会贯通

的机会，致使学生在考试中遇到所谓新题一筹莫展、

束手无策．实践证明：高三数学复习中，应立足单元

整体，在每一个章节复习起始课上，教师加强学习方

法指导，帮助学生养成良好的数学学习习惯，敢于质

疑、善于思考，理解概念、把握本质，数形结合、明晰

算理，厘清知识的来龙去脉，建立知识之间的关

联［２］．这不仅不会影响复习的进度，还会更有效地帮

助学生夯实数学基础知识，拓展基本技能，深化基本

思想，积累基本活动经验，有利于促进学生通过发现

事物内部以及事物之间的关系和规律将知道的一系

列的数学事实构建成知识体系和模型，并向更完备

的方向发展，形成解题思维的固着点，让逻辑推理的

数学素养落地生根，事半功倍．
本节课，笔者看似一道例题没有讲、学生一道练

习没有做，实则师生交流间至少完成了８道题：余弦

定理、射影定理和正弦定理的证明，余弦定理的三个

式子中的两个证明第三个，正弦定理与余弦定理等

价性证明，以及用正弦定理证明三角形的角平分线

定理，用余弦定理推导三角形的中线长公式．笔者抓

住一轮复习的契机，通过余弦定理、正弦定理和射影

定理的证明建立知识之间的深层联系，并基于联系，

猜想并证明正弦定理和余弦定理的等价性，发展学
生的逻辑推理素养．囿于学生的接受能力，笔者没有
点明余弦定理和射影定理是等价的，而余弦定理是
正弦定理的充分不必要条件，它们的等价是需要正
弦定理加上三角形内角和定理的．这三者的等价性
的本质因素是满足定理条件的六个元素是否构成一
个三角形．在重温这些经典定理的证明以及定理的
应用过程中，引导学生借助向量的运算，探索三角形
边长与角度的关系，反复咀嚼算两次的思想，学习应
用波利亚怎样解题的解题步骤解决难题，从而落实
对学生分析问题和解决问题能力以及意志品质和关
键能力的培养，进而实现“人人都能获得良好的数学
教育，不同的人在数学上得到不同的发展”［３］９．

参考文献

［１］　教育部考试中心．高考试题分析（理科数学分册）

２０２０年版［Ｍ］．北京：高等教育出版社，２０２０：３５．
［２］　梅磊．考在余弦定理　意在正面引导———有感于

２０１１年高考数学陕西卷第１８题的导向功能［Ｊ］．中

学数学教学，２０１２（４）：４９－５０．
［３］　中华人民共和国教育部．普通高中数学课程标准

（２０１７版２０２０年修订）［Ｍ］．北京：人民教育出版

社，２０２０．
［４］　教育部考试中心．中国高考评价体系［Ｍ］．北京：人

民教育出版社，２０１９：３０．

·７３·２０２２年第１２期　　　 　　　　　　　　中学数学月刊　　　　　 　　　　　　　　　　


