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苏州市 2022～2023学年第一学期学业质量阳光指标调研卷 

高三数学 

注意事项 

学生在答题前请认真阅读本注意事项及各题答题要求： 

1．本卷共 6页，包含单项选择题（第 1题~第 8题）、多项选择题（第 9题~第 12题）、填空题

（第 13题~第 16题）、解答题（第 17题~第 22题）．本卷满分 150分，答题时间为 120分钟，

答题结束后，请将答题卡交回． 

2、答题前，请您务必将自己的姓名、调研序列号用 0.5 毫米黑色墨水的签字笔填写在答题卡

的规定位置． 

3．请在答题卡上按照顺序在对应的答题区域内作答，在其他位置作答一律无效．作答必须 0.5

毫米黑色墨水的签字笔．请注意字体工整，笔迹清楚． 

一、选择题：本题共 8小题，每小题 5分，共 40分.在每小题给出的四个选项中只有一项是符

合题目要求的. 

1. 已知集合
 2 2 0,A x x x x= −  Z

，
 0,B b=

，若 A B   ，则实数 b的值为（    ） 

A. 1−  B. 0 C. 1 D. 2 

【答案】C 

【解析】 

【分析】求出集合A ，根据 A B   ，可得答案. 

【详解】化简A 得，      ( 2) 0, 0 2, 1A x x x x x x x= −   =    =Z Z ，由  0,B b= ，且

A B   ，故 1b = . 

故选：C 

2. 已知
i

i
2 i

x y= −
−

（ ,x yR ，i 为虚数单位），则 2 2x y+ =（    ） 

A. 
1

5
 B. 

5

5
 C. 3  D. 5  

【答案】B 

【解析】 

【分析】根据
i

i
2 i

x y= −
−

（ ,x yR ，i 为虚数单位），利用复数相等求得 ,x y ，代入 2 2x y+ 求解. 

【详解】解：因为
i

i
2 i

x y= −
−

（ ,x yR ，i 为虚数单位）， 
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所以
( )

( )( )

i 2 ii 1 2
i= = i

2 i 2 i 2 i 5 5
x y

+
− = − +

− − +
， 

所以
1 2

, =
5 5

x y= − ， 

所以 2 2

2 2
1 2

5 5

5

5
x y

   
− +   
   

+ = = ， 

故选：B 

3. 设 πa = ，
5

2
b = ， 2log 6c = ，则（    ） 

A. a b c   B. b a c   C. b c a   D. c a b   

【答案】A 

【解析】 

【分析】根据幂函数以及对数函数的单调性，结合关键无理数的估计值，可得答案. 

【详解】 2 2

5 1
2 log 2 2 log 2

2 2
b = = + = + ， 

2 2 2 2 2

3 3 3
log 6 log 4 log 4 log 2 log

2 2 2
c

 
= =  = + = + 

 
， 

由 2 2

5 3
4 2 2 log 2 2 log

2 2
  =  = +  + ，则a b c  ， 

故选：A. 

4. 已知通过某种圆筒型保温层的热流量
( )1 2

2 1

2π

ln ln

l t t
Φ

r r

 −
=

−
，其中 1r ， 2r 分别为保温层的内外半径（单位：

mm）， 1t ， 2t 分别为保温层内外表面的温度（单位：℃），l为保温层的长度（单位：m），为保温层的导

热系数（单位：W/(m )℃ ）．某电厂为了减少热损失，准备在直径为 120 mm、外壁面温度为 250℃的蒸汽

管道外表面覆盖这种保温层，根据安全操作规定，保温层外表面温度应控制为 50℃．经测试，当保温层的

厚度为 30 mm 时，每米长管道的热损失
Φ

l
为 300 W．若要使每米长管道的热损失

Φ

l
不超过 150 W，则覆

盖的保温层厚度至少为（    ） 

A. 60 mm B. 65 mm C. 70 mm D. 75 mm 

【答案】D 

【解析】 

【分析】由已知
Φ

l
求得2π ，然后代入不等式

2π (250 50)
150

ln(60 ) ln 60d

 −


+ −
求得d 的范围即可． 
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【详解】由题意可得
( )1 2

2 1

2π

ln ln

t tΦ

l r r

 −
=

−
， 

2π (250 50)
300

ln 90 ln 60

 −
=

−
，

3 3
2π ln

2 2
 = ， 

设覆盖的保温层厚度至少为 (mm), 0d d ， 

则
2π (250 50)

150
ln(60 ) ln 60d

 −


+ −
，

3 3
ln

32 2

ln(60 ) ln 60 4d


+ −

， 

整理可得
9 60

ln ln
4 60

+


d
，即

9 60

4 60

+


d
，解得 75d  ， 

故选：D． 

5. 若

6
a

bx
x

 
+ 

 
的展开式中 2x 的系数为 60，则 2 2a b+ 的最小值为（    ） 

A. 2 B. 2 1+  C. 3 D. 5 

【答案】C 

【解析】 

【分析】由二项式定理求得 ,a b的关系,然后由均值不等式求得最小值． 

【详解】
6 6 2 6

1 6 6C ( ) ( ) Cr r r r r r r

r

a
T bx a b x

x

− − −

+ = = ，令2 6 2r − = ， 4r = ，  

所以
4 2 4

6C 60a b = ，∴ 2 4 4a b = ， 

2 2 2 2 2 2 2
3

4 4 4

4 4 1 1 4 1 1
3 3

2 2 2 2
a b b b b b b

b b b
+ = + = + +    = ，当且仅当 

2

4

4 1

2
b

b
= ，即 2b =  时等号

成立， 

故选：C． 

6. 在平面直角坐标系 xOy 中，已知双曲线 C：
2 2

2 2
1

x y

a b
− = （ 0a  ， 0b  ）的左顶点为A ，右焦点为 F，

过点 F作 C的一条渐近线的垂线，垂足为 P，过点 P作 x轴的垂线，垂足为 Q．若 OQ ， QF ， OA 成

等差数列，则 C的离心率为（    ） 

A. 2  B. 
3

2
 C. 2 D. 5  

【答案】B 

【解析】 
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【分析】不妨设渐近线方程为
b

y x
a

= ，计算 P 点坐标得到
2a

OQ
c

= ，
2a

QF c
c

= − ， OA a= ，根据

等差数列性质得到
3

2 1e
e

= + ，解得答案. 

【详解】 ( ),0A a− ， ( ),0F c ，不妨设渐近线方程为
b

y x
a

= ，则直线PF 为： ( )
a

y x c
b

= − − ， 

( )

           
b

y x
a

a
y x c

b


=


 = − −


，解得

2a
x

c

ab
y

c


=


 =


，故
2a

OQ
c

= ，
2a

QF c
c

= − ， OA a= ， 

OQ ， QF ， OA 成等差数列，故

2 2

2
a a

c a
c c

 
− = + 

 
，整理得到

3
2 1e

e
= + ， 

解得
3

2
e = 或 1e = − （舍）. 

故选：B 

7. 已知正四面体 ABCD的棱长为1，P 为棱 AB 上的动点（端点A 、B 除外），过点 P 作平面 垂直于 AB ，

 与正四面体的表面相交．记 AP x= ，将交线围成的图形面积S表示为 x的函数 ( )f x ，则 ( )S f x= 的图象

大致为（    ） 

A.  B.  

C.  D.  

【答案】C 

【解析】 

【分析】取线段 AB 的中点O，连接OC 、OD ，证明出 AB ⊥平面OCD，分析可知平面 与平面OCD

平行或重合，分
1

0
2

x  、
1

2
x = 、

1
1

2
x  三种情况讨论，计算出 OCD的面积，利用三角形相似可得出

( )f x 的表达式，即可得出合适的选项. 

【详解】取线段 AB 的中点O，连接OC 、OD ， 

因为 ABC 、 ABD△ 为等边三角形，O为 AB 的中点，则OC AB⊥ ，OD AB⊥ ， 
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OC OD O = ，OC 、OD平面OCD， AB ⊥平面OCD， 

因为 AB ⊥平面 ，所以，平面 与平面OCD平行或重合， 

且 2 2 3

2
OD OC AC OA= = − = ， 

取CD的中点M ，连接OM ，则OM CD⊥ ， 

且 2 2 2

2
OM OC CM= − = ，故

1 2

2 4
OCDS CD OM=  =△

. 

①当
1

0
2

x  时，平面 // 平面OCD，平面 平面 ABC PE= ， 

平面OCD 平面 ABC OC= ， //PE OC ，同理可知， //PF OD ， //EF CD， 

所以，
PE AE EF AF PF

OC AC CD AD OD
= = = = ，故 PEF OCD△ ∽△ ， 

如下图所示： 

 

则

2

24
OCD

S AP
x

S AO

 
= = 
 △

，则 ( ) 22S f x x= = ； 

②当
1

2
x = 时，

1 2

2 4
S f

 
= = 

 
； 

③当
1

1
2

x  时，平面 // 平面OCD，平面 平面 ABC PE= ， 

平面OCD 平面 ABC OC= ， //PE OC ，同理可知， //PF OD ， //EF CD， 

所以，
PE BE EF BF PF

OC BC CD BD OD
= = = = ，故 PEF OCD△ ∽△ ， 

如下图所示： 
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则 ( )
2

2
4 1

OCD

S BP
x

S BO

 
= = − 
 △

，则 ( ) ( )
2

2 1S f x x= = − . 

综上所述， ( )
( )

2

2

1
2 ,0

2

1
2 1 , 1

2

x x

S f x

x x


 

= = 
 −  


，故函数 ( )f x 的图象如 C 选项中的图象. 

故选：C. 

【点睛】关键点点睛：本题考查函数图象的识别，解题的关键对 x分类讨论，求出函数 ( )f x 的解析式，

进而辨别出函数 ( )f x 的图象. 

8. 已知函数 ( )f x 的定义域为R ， ( 1)f x + 为奇函数， ( 2)f x + 为偶函数.记函数 ( ) 2 (2 1) 1g x f x= + + ，则

31

1 2k

k
g

=

 
= 

 
 （    ） 

A. 25 B. 27 C. 29 D. 31 

【答案】D 

【解析】 

【分析】由已知条件得函数 ( )f x 的图象点 (1,0) 对称也关于直线 2x = 对称，由此求得其是周期函数，周期是

4，由中心对称得 (2) (4) 0f f+ = ，然后求得 (2) (3) (4) (5) 0+ + + =f f f f ，代入计算可得． 

【详解】 ( 1)f x + 为奇函数， ( 1)f x + 是由 ( )f x 向左平移 1 个单位得到， 

则 ( )f x 的图象关于点 (1,0) 对称，所以 (2 ) ( )f x f x− = − ， (1) 0f = ， 

( 2)f x + 为偶函数， ( 2)f x + 是由 ( )f x 向左平移 2 个单位得到， 

则 ( )f x 的图象关于直线 2x = 对称，所以 (2 ) (2 )f x f x− = + ，则 (3) 0f = ， 

所以 ( 2) ( )f x f x+ = − ，从而 ( 4) ( 2) ( )f x f x f x+ = − + = ， 
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( )f x 是周期函数，且周期为 4，所以 (2 1) 0, Zf k k− =  ， 

因为 ( )f x 的图象关于直线 2x = 对称，也关于点 (1,0) 对称， 

所以 ( )f x 的图象关于点 (3,0)对称，所以 (2) (4) 0f f+ = ， 

所以 (2) (3) (4) (5) 0+ + + =f f f f ， 

所以    
31

1

7 (2) (3) (4) (5) (2) (3) (4) 0( 1)
=

= + + + + + =+ +
k

f f f f fk f f f  

因为 ( ) 2 ( 1) 1
2

= + +
k

g f k ， Zk ， 

所以
31 31

1 1

2 31( 31
2

1)
= =

+
 

= + = 
 

 
k k

f k
k

g ， 

故选：D． 

二、选择题：本题共 4小题，每小题 5分，共 20分.在每小题给出的选项中，有多项符合题目

要求.全部选对的得 5分，部分选对的得 2分，有选错的得 0分. 

9. 已知向量a ，b 的夹角为 60°， 2a = ， 1b = ，则与向量a b− 的夹角为锐角的向量有（    ） 

A. b  B. a b+  C. 2a b−  D. 2b a−  

【答案】BC 

【解析】 

【分析】显然不可能平行，因此只要计算出数量积 正即可． 

【详解】由已知各选项中向量与向量a b− 不平行， 

2 1 cos60 1a b =    = ， 

2

( ) 1 1 0a b b a b b−  =  − = − = ， 

2 2

( ) ( ) 4 1 3 0a b a b a b−  + = − = − =  ， 

2 2

( ) ( 2 ) 3 2 4 3 1 2 1 3 0a b a b a a b b−  − = −  + = −  +  =  ， 

2 2

( ) ( 2 ) 2 3 2 4 3 1 1 6 0a b b a a a b b−  − = − +  − = −  +  − = −  ， 

只有 BC 选项符合题意． 

故选：BC． 

为
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10. 已知函数
π

( ) sin cos
6

f x x x x
 

= + + + 
 

，则（    ） 

A. ( )f x 的周期为2π  B. 直线
3 3

2 2
y x= + 是曲线 ( )y f x= 的切线 

C. ( )f x 在R上单调递增 D. 点
π π

,
3 3

 
− − 
 

是曲线 ( )y f x= 的对称中心 

【答案】BCD 

【解析】 

【分析】判断 ( ) ( )2π ,f x f x+ 是否相等即可判断 A；根据导数的几何意义即可判断 B；利用导数计算即可

判断 C；构造函数 ( )
π π

3 3
g x f x

 
= − + 

 
，再判断函数 ( )g x 的奇偶性即可判断 D. 

【详解】解：对于 A，因为 ( ) ( )
π

2π sin cos 2π
6

f x x x x f x
 

+ = + + + +  
 

， 

所以2π不是函数 ( )f x 的周期，故 A 错误； 

对于 B，
π π

( ) sin cos cos
6 6

f x x x x x x
   

= + + + = − +   
   

， 

设切点为 ( )( )0 0,x f x ， 

( )
π

sin 1
6

f x x
 

 = − − + 
 

， 

令 ( )0

3

2
f x = ，则 0

π 1
sin

6 2
x

 
− = − 

 
， 

可取 0 0x = ，则 ( )
3

0
2

f = ， 

所以过点
3

0,
2

 
  
 

的切线方程为
3 3

2 2
y x= + ， 

所以直线
3 3

2 2
y x= + 是曲线 ( )y f x= 的切线，故 B 正确； 

对于 C， ( )
π

sin 1
6

f x x
 

 = − − + 
 

， 
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因为  
π

sin 1,1
6

x
 

− −  − 
 

，所以 ( )
π

sin 1 0
6

f x x
 

 = − − +  
 

， 

所以 ( )f x 在R上单调递增，故 C 正确； 

对于 D，令 ( )
π π π

cos sin
3 3 2

g x f x x x x x
   

= − + = − + = +   
   

， 

因为 ( ) ( )sing x x x g x− = − − = − ， 

所以函数 ( )g x 是奇函数，关于原点对称， 

又因函数 ( )g x 是由函数 ( )f x 先向右平移
π

3
个单位，再向上平移

π

3
个单位所得的， 

所以函数点
π π

,
3 3

 
− − 
 

是曲线 ( )y f x= 的对称中心，故 D 正确. 

故选：BCD. 

11. 已知正方体 1 1 1 1ABCD A B C D− 的棱长为1， 1BP BD= ，
1CQ CC= ，其中  0,1 ，  0,1 ，

则下列说法中正确的有（    ） 

A. 若PQ 平面 1AB C ，则
1

3
 + =  B. 若 / /PQ 平面 ABCD，则

1

2
λ μ= =  

C. 存在，  ，使得
3

5
PQ =  D. 存在，使得对于任意  ，都有PQ BD⊥  

【答案】AD 

【解析】 

【分析】建立空间直角坐标系，利用坐标表示向量，根据共面向量定理可判断选项 A，利用直线方向向量和

面法向量垂直可判断线面平行，可判断选项 B，通过向量求得模长，根据条件判断方程是否有解，可判断 C，

向量数量积为 0 ，可判断 D. 

【详解】  

以D为原点， 1, ,DA DC DD 所在直线为 , ,x y z 建立空间直角坐标系. 

的
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因为正方体 1 1 1 1ABCD A B C D− 的棱长为1， 

1 ( 1, 1,1)BD = − −  

1 1, ,Q CC CQ CC PQ = 面 1 ,AB C Q 为C 点， 0 = . 

设
1 (1,0,0) (1,1,1) (0,1,0) ( , , )DP xDA yDB zDC x y z x y y z y= + + = + + = + + ， 

又
1(1,1,0) (1,1,0) ( , , ) (1 ,1 , )DP DB BP BD      = + = + = + − − = − − , 

1

1 1 2 , , 1 2 ,

x y

y z x y z

y



   



+ = −


 + = −  = − = = −
 =

 

又因为点P面 1 ,AB C
1

1
3

x y z  + + =  = ， 

所以若PQ 平面 1AB C ，则
1

3
 + = ，故 A 正确. 

面 ABCD的法向量 (0,0,1)m = ， 

1 ( , , ), (1,1,0)BP BD B   = = − − , 

(1 ,1 , ),P    − −  

1 (0,0, ), (0,1,0)CQ CC C = = , 

(0,1, )Q  , 

( 1, , )PQ     = − −  

//PQ 平面 ABCD , PQ m ⊥ ， 

0    − = =， ，故 B 错误. 

2
2 2 2 2 2( 1) ( ) 3 2 ( 1) 1PQ        = − + + − = − + + + , 

若
3

5
PQ = ,

2 9

25
PQ = 2 2 9

3 2 ( 1) 1
25

    − + + + = , 

2 2 16
3 2 ( 1) 0

25
    − + + + = , 

 
1 1 1 2

( 1), 0,1 , ( 1) ,
3 3 3 3

   
 

= +  +  
 

, 

令
2 2 16

( ) 3 2 ( 1)
25

g     = − + + + ， 
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易得 (0) 0, (1) 0g g  ， 

2 21 1 1 16
( ( 1)) 3 ( 1) 2( 1) ( 1)
3 9 3 25

g     + =  + − + + + + ， 

2
22 2 23 2 1 23 1

( ) 0
3 3 75 3 2 75 6

 
= − + = − + −  ， 

( ) 0g  = 在  0,1 无解，故 C 错误. 

( 1, , )PQ    = − − , (1,1,0)BD = , 

1
, 0,

2
PQ BD PQ BD ⊥  =  = ,故 D 正确. 

故选：AD 

12. 中国蹴鞠已有两千三百多年的历史，于 2004 年被国际足联正式确认为世界足球运动的起源．蹴鞠在 2022

年卡塔尔世界杯上再次成为文化交流的媒介，走到世界舞台的中央，诉说中国传统非遗故事．为弘扬中华传

统文化，我市四所高中各自组建了蹴鞠队（分别记为“甲队”“乙队”“丙队”“丁队”）进行单循环比赛（即每支

球队都要跟其他各支球队进行一场比赛），最后按各队的积分排列名次（积分多者名次靠前，积分同者名次

并列），积分规则为每队胜一场得 3 分，平一场得 1 分，负一场得 0 分．若每场比赛中两队胜、平、负的概

率都为
1

3
，则在比赛结束时（    ） 

 

A. 四支球队的积分总和可能为 15 分 

B. 甲队胜 3 场且乙队胜 1 场的概率为
5

2

3
 

C. 可能会出现三支球队积分相同且和第四支球队积分不同的情况 

D. 丙队在输了第一场的情况下，其积分仍超过其余三支球队的积分的概率为
5

8

3
 

【答案】ACD 

【解析】 

【分析】举例比赛的各种得分情况判断 AC，由互斥事件与独立事件的概率公式计算概率判断 BD． 

【详解】四支球队共 6 场比赛，例如甲胜乙、丙、丁，而乙、丙、丁之间平，则甲得 9 分，乙、丙、丁各

得 2 分，AC 均正确； 
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每场比赛中两队胜、平、负的概率都为
1

3
，则甲队胜 3 场且乙队胜 1 场的概率为

3 1

2 5

1 1 2 4
( ) C
3 3 3 3

   = ，

B 错； 

丙队在输了第一场的情况下，其积分仍超过其余三支球队的积分， 

三队中选一队与丙比赛，丙输，
1

3

1
C

3
 ，例如是丙甲， 

若丙与乙、丁的两场比赛一赢一平，则丙只得 4 分，这时，甲乙、甲丁两场比赛中甲只能输，否则甲的分

数不小于 4 分，不合题意，在甲输的情况下，乙、丁已有 3 分，那个它们之间的比赛无论什么情况， 乙、

丁中有一人得分不小于 4 分，不合题意， 

若丙全赢（概率是
21

( )
3

）时，丙得 6 分，其他 3 人分数最高为 5 分，这时甲乙，甲丁两场比赛中甲不能赢

否则甲的分数不小于 6 分，只有平或输， 

一平一输，概率
1 2

2

1
C ( )

3
，如平乙，输丁，则乙丁比赛时，丁不能赢，概率

2

3
， 

两场均平，概率是
21

( )
3

，乙丁这场比赛无论结论如何均符合题意， 

两场甲都输，概率是
21

( )
3

，乙丁这场比赛只能平，概率是
1

3
 

综上概率为
1 2 1 2 2 2

3 2 5

1 1 1 2 1 1 1 8
C ( ) [C ( ) ( ) ( ) ]

3 3 3 3 3 3 3 3
     + +  = ，D 正确． 

故选：ACD． 

【点睛】难点点睛：本题考查独立的概率与互斥事件的概率公式，难点在于分析丙在输第一场的情况下如

何才能使得分超过其他三人，方法是结合列举法对六场比赛结果分步分析，确定每人的得分使之合乎题

意． 

三、填空题：本题共 4小题，每小题 5分，共 20分. 

13. 已知圆台的上、下底面半径分别为 4 和 5，高为 2，则该圆台的侧面积为________． 

【答案】9 5π  

【解析】 

【分析】直接利用侧面积公式计算得到答案. 

【详解】圆台的侧面积为 ( ) ( ) ( )
2 2π π π 9 5 9 5πS R r l R r R r h= + = +  − + =   = . 

故答案为：9 5π  

14. 在平面直角坐标系 xOy 中，已知圆 C： 2 2( 3) ( 2) 4x y− + − = ，过点 (0, 1)M − 的直线 l交 C于 A，B

两点，且 MA AB= ，请写出一条满足上述条件的 l的方程：________________． 
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【答案】 0x = （答案不唯一，
3

1
3

y x= − 也满足） 

【解析】 

【分析】分别讨论直线 l 斜率存在、不存在的情况，设 C 到直线的距离为 d，由 MA AB= 得

22 2 2 2 22 r d MC d r d- = - - - ，结合点线距离公式即可求解判断. 

【详解】由题意得 ( )3,2C ，半径 2r = ， 23 3 2 3 2MC = + = > ，故 (0, 1)M − 圆外， 

设 C到直线的距离为 d， 

由 MA AB= 得
22 2 2 2 22 r d MC d r d- = - - - ，即 2 2 22 4 12 4d d d- = - - - ，解得

3d = ， 

当直线 l斜率不存在时，即 0x = ，此时 3d = ，符合题意； 

当直线 l斜率存在时，设为 1y kx= − ，即 1 0kx y− − = ，则
2 2

3 2 1 3 3

1 1

k k
d

k k

- - -
= =

+ +
， 即

( )
2

2

3 3
3

1

k

k

-
=

+

，解得
3

3
k = ，故直线为

3
1

3
y x= − . 

故答案为： 0x = （答案不唯一，
3

1
3

y x= − 也满足） 

15. 记函数
π

( ) sin
6

f x x
 

= + 
 

（ 0  ）的最小正周期为 T，给出下列三个命题： 

甲： 3T  ； 

乙： ( )f x 在区间
1

,1
2

 
 
 

上单调递减； 

丙： ( )f x 在区间 (0,3)上恰有三个极值点． 

若这三个命题中有且仅有一个假命题，则假命题是________（填“甲”、“已”或“丙”）；的取值范围是________． 

【答案】    ①. 甲    ②. 
7π 10π

,
9 9

 
 
 

 

【解析】 

【分析】甲，利用三角函数的周期性求出
2π

3
  ；乙，利用三角函数的单调性求出

2π 4π

3 3
  ；丙，利

用函数的极值点定义求出
7π 10π

9 9
  ，结合已知可知甲是假命题，进而求解. 

在
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【详解】对于甲， 3T  ，即
2π

3


 ，解得
2π

3
  ； 

对于乙，
1

1
2

x  ，
π

62

π π

6 6
x


   + + + ， 

由正弦函数的单调性得

π π
2 π

2 6 2
, Z

π 3π
2 π

6 2

k

k

k






+  +


 +  +


，解得
2π 4π

4 π 2 π, Z
3 3

k k k+   +  ， 

又 0  ，故
2π

4 π 0
3

k+  ，又 Zk ，则 0k  ，故
2π 2π

4 π
3 3

k  +  ，且

2π 4π
4 π 4 π, 0

3 3
k x k k+   +  ， 

对于丙， 0 3x  ，
π π π

6 6
3

6
x + +  ， 

由正弦函数的极值点得 3
5π π 7π

2 6 2
 +  ，解得

7π 10π

9 9
  ； 

由这三个命题中有且仅有一个假命题， 

假设乙 假命题，则甲、丙是真命题，但显然甲、丙矛盾，故该假设不成立； 

假设丙是假命题，则甲、乙是真命题，但显然甲、乙矛盾，故该假设不成立； 

所以假命题是甲，则乙、丙是真命题，取交集的取值范围是
7π 10π

,
9 9

 
 
 

. 

故答案为：甲，
7π 10π

,
9 9

 
 
 

. 

16. 若对任意 ,m nR ，关于 x的不等式 2( ) ex nm n x m a−−  − + − 恒成立，则实数a的最大值为________． 

【答案】
3

4
##0.75 

【解析】 

【分析】不等式化为 2 2( ) e ( ) ( ) e ( )x n x na x m m n x m x m x n− − − + − + = − + − + − − 恒成立，由于 , ,m n x 都

是任意实数，因此不等式右边相当于两个函数相加： 2( ) ( )y x m x m= − + − 和 e ( )x ny x n−= − − ，后者设

e( ) x xf x = − ，由导数求得其最小值，前者由二次函数性质得最小值，两者相加即得最小值，从而得a的范

围，得出结论． 

【详解】原不等式化为 2 2( ) e ( ) ( ) e ( )x n x na x m m n x m x m x n− − − + − + = − + − + − − 恒成立， 

由于 ,m n是任意实数， x也是任意实数，∴ x m− 与 x n− 是任意实数，它们之间没有任何影响， 

2 21 1 1
( ) ( ) ( )

2 4 4
− + − = − + −  −x m x m x m ，当且仅当

1

2
x m− = − 时等号成立， 

是
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设 e( ) x xf x = − ，则 ( ) e 1xf x = − ， 

0x  时， ( ) 0f x  ， ( )f x 单调递减， 0x  时， ( ) 0f x  ， ( )f x 单调递增， 

所以 min( ) (0) 1f x f= = ， 

所以e ( )x n x n− − − 的最小值是 1， 

所以 2( ) ( ) e ( )x nx m x m x n−− + − + − − 的最小值是
1 3

1
4 4

− + = ， 

从而
3

4
a  ， a的最大值是

3

4
． 

故答案为：
3

4
． 

【点睛】关键点点睛：不等式恒成立求参数范围问题，一般可采用分离参数法转化为求函数的最值，本题

分离参数后，关键是对变量的理解，本题中由于 , ,m n x 都是任意实数，因此题中 x m− 与 x n− 可以看作

是两个不同的变量，因此不等式右边转化为两个函数的和，分别求出其最小值后得出结论． 

四、解答题：本题共 6小题，共 70分.解答应写出文字说明、证明过程或演算步骤. 

17. 记 ABC 的内角 A，B，C的对边分别为 a，b，c，已知 2 cos 2b a B+ = ， 2c = ． 

（1）求 A； 

（2）若 tan 2C = ，点 D在边 BC上， 2ADB ABC =  ，求 AD． 

【答案】（1）
π

4
；     

（2） 5 . 

【解析】 

【分析】（1）根据给定条件，利用余弦定理求得 2 22 2b a b+ − = ，再利用余弦定理求解作答. 

（2）利用（1）的结论，结合同角公式及和角的余弦公式求出三角函数值，再利用正弦定理求解作答. 

【小问 1 详解】 

在 ABC 中，由 2 cos 2b a B+ = ， 2c = 得： cos 2ac B b= − ，由余弦定理得

2 2 2 2 cosa c b ac B=+ − ， 

即 2 2 22 4 ba b− = −+ ，整理得 2 22 2b a b+ − = ，由余弦定理得
2 2 2

cos
2

b c a
A

bc

+ −
= ， 

2 22 2 2
cos

22 2 2 2

b a b
A

b b

+ −
= = = ，而 (0, π)A ， 
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所以
π

4
A = . 

【小问 2 详解】 

因为 tan 2C = ，即 sin 2cos 0C C=  ，而 2 2sin cos 1C C+ = ，则
2 5

sin
5

C = ，
5

cos
5

C = ， 

所以
2 5 2 2 5 10

cos cos( ) (cos cos sin sin ) ( )
2 5 2 5 10

B A C A C A C= − + = − − = −  −  = ， 

又 (0,π)B ，则 2 3 10
sin 1 cos

10
B B= − = ，显然 ABC 是锐角三角形， 

由 2ADB ABC =  ， 

所以
3

sin sin 2 2sin cos
5

ADB B B B = = = ， 

所以在 ADB 中， 5
sin sin

AB AD
AD

ADB B
=  =


 

18. 记 nS 为数列 na 的前 n项和，已知 2 12a a= ，
1

2

n nS a

n

+
= ． 

（1）求 na 的通项公式； 

（2）若数列 nb 满足

1, 1,

, 2,
2 1

n n

a n

b a
n

n

=


= 
 +

求 nb 中的最大项与最小项． 

【答案】（1） ( )*

na n n= N      

（2）最大项为 1 1b = ，最小项为 2

2

5
b =  

【解析】 

【分析】（1）两种方法解，方法一：先利用已知条件求出 1a ，然后根据已知条件建立方程，相减后变形构

造数列利用递推公式求得数列的通项公式；方法二：利用数列和与项的递推公式构造项和项的递推公式，

然后，根据项和项的递推公式进而求得数列的通项公式； 

（2）由（1）写出 nb 的表达式，作差法比较数列的单调性，分析最大项和最小项即可. 

【小问 1 详解】 

法一： 

在
1

2

n nS a

n

+
= 中， 

令 1n = ，得 1 1a = ， 

故 2 12 2a a= = ， 
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因为 ( )2 1n nS n a= + ，① 

所以 ( )( )1 12 1 1n nS n a+ += + + ，② 

② ①− ，得 1 12 ( 1) 1n n na n a na+ += + − + ， 

即 1( 1) 1n nn a na+− = − ，③  

当 2n  时，将③式两边同时除以 ( 1)n n − ， 

得 1 1 1

1 1

n na a

n n n n

+ = + −
− −

， 

所以 1 21 1 1
1

1 2 1

n na a a

n n

+ − − −
= = = =

− −
， 

所以当 2n  时， na n= ，  

又因为 1 1a = ，所以 ( )*

na n n= N ； 

法二：因为 ( )2 1n nS n a= + ①， 

所以 ( )( )1 12 1 1n nS n a+ += + + ② 

② ①− ，得 1 12 ( 1) 1n n na n a na+ += + − + ， 

即 1( 1) 1n nn a na+− = − ③，  

从而 2 1( 1) 1n nna n a+ += + − ④， 

−④ ③得 2 1 1( 1) ( 1)n n n nna n a n a na+ + +− − = + − ， 

即 2 12n n na a a+ ++ = ， 

所以 na 为等差数列． 

在
1

2

n nS a

n

+
= 中， 

令 1n = ，得 1 1a = ，故 2 12 2a a= = ， 

又因为 na 为等差数列，所以 ( )*

na n n= N ； 

【小问 2 详解】 

由（1）得

1, 1

, 2
2 1

n

n

b n
n

n

=


= 
 +

， 
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当 2n  时， 

1

1 1
0

2 3 2 1 (2 3)(2 1)
n n

n n
b b

n n n n
+

+
− = − = 

+ + + +
， 

且

1 1

12 1 2
2

n

n
b

n

n

= = 
+

+
， 

所以 2 3 4 1

1
1

2
b b b b     = ， 

所以 nb 中的最大项为 1 1b = ，最小项为 2

2

5
b = ． 

19. 新能源汽车作为战略性新兴产业，代表汽车产业的发展方向，发展新能源汽车，对改善能源消费结构、

减少空气污染、推动汽车产业和交通运输行业转型升级具有积极意义，经过十多年的精心培育，我国新能源

汽车产业取得了显著成绩，产销量连续四年全球第一，保有量居全球首位． 

（1）已知某公司生产的新能源汽车电池的使用寿命 （单位：万公里）服从正态分布 (60,16)N ，问：该

公司每月生产的 2 万块电池中，大约有多少块电池的使用寿命可以超过 68 万公里？ 

参考数据：若随机变量 ( , )N   ，则 ( ) 0.683P     −   +  ， ( 2 2 ) 0.955P     −   +  ，

( 3 3 ) 0.997P     −   +  ． 

（2）下表给出了我国 2017~2021 年新能源汽车保有量 y（单位：万辆）的数据． 

年份 2017 2018 2019 2020 2021 

年份代码 x 1 2 3 4 5 

新能源汽车保有量 y 153 260 381 492 784 

经计算，变量 ,x y 的样本相关系数 1 0.946r  ，变量 2x 与 y 的样本相关系数 2 0.985r  ． 

①试判断 y bx a= + 与 2y bx a= + 哪一个更适合作为 y 与 x之间的回归方程模型？ 

②根据①的判断结果，求出 y 关于 x的回归方程（精确到 0.1），并预测 2023 年我国新能源汽车保有量． 

参考数据：令
2

i it x= （ 1, 2,3, 4,5i = ），计算得 414y = ，
5

1

7704i i

i

x y
=

= ，
5

1

32094i i

i

t y
=

= ，
5

2 979i

i

t = ． 

参考公式：在回归方程 y bt a= + 中，
1

22

1

n

i i

i

n

i

i

t y nt y

b

t nt

=

=

−

=

−




，a y bt= − ． 

【答案】（1）450 块     
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（2）① 2y bx a= + 更适合作为 y与 x之间的回归方程模型；② 224.9 140.1y x= + . 

【解析】 

【分析】（1）根据正态分布计算概率； 

（2）相关系数绝对值越大相关性越强，根据给出公式，代入数据计算可得回归方程. 

【小问 1 详解】 

因为新能源汽车电池的使用寿命 ( )260,4N  ， 

所以
( )1 2 2 1 0.955

( 68) 0.0225
2 2

P
P

    


− −   + −
 = = = ，  

所以20000 0.0225 450 = 块． 

答：每月生产的2 万块电池中，使用寿命超过68万公里的大约有450 块； 

【小问 2 详解】 

①因为 2 1r r ，所以 2y bx a= + 更适合作为 y与 x之间的回归方程模型． 

②因为
2 2 2 2 21 2 3 4 5

11
5

t
+ + + +

= = ， 

1

2
22

1

32094 5 11 414
24.9

979 5 11

n

i i

i

n

i

i

t y nt y

b

t nt

=

=

−
−  

= = 
− 

−




，  

414 24.9 11 140.1a y bt= − = −  = ， 

所以 224.9 140.1 24.9 140.1y t x= + = + ． 

当 7x = 时， 24.9 49 140.1 1360.2y =  + = 万辆． 

答：2023年我国新能源汽车保有量约为1360.2万辆． 

20. 如图 1，在长方形 ABCD中，已知 2AB = ， 1BC = ，E为 CD中点，F为线段 EC上（端点 E，C除外）

的动点，过点 D作 AF的垂线分别交 AF，AB于 O，K两点．现将 DAF△ 折起，使得DK AB⊥ （如图 2）． 

 

（1）证明：平面 ABD ⊥平面 ABC ； 
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（2）求直线 DF与平面 ABC 所成角的最大值． 

【答案】（1）证明见解析     

（2）
π

6
 

【解析】 

【分析】（1）先证 AF ⊥平面ODK ，得 DK 平面ODK ，所以 AF DK⊥ ，再证DK ⊥平面 ABC ，从

而得证面面垂直； 

（2）直线 DF与平面 ABCF 所成角为 DFK ，记 DFK  = ，设DF x= （1 2x  ），由 FDA DAK! ! ，

得
1

AK
x

= ，计算sin ，利用基本不等式得最大值，从而得角的最大值． 

【小问 1 详解】 

因为 AF OK⊥ ， AF OD⊥ ，OD ，OK 平面ODK ，OD OK O= ， 

所以 AF ⊥平面ODK ．  

因为DK 平面ODK ，所以 AF DK⊥ ． 

又因为DK AB⊥ ， AB ， AF 平面 ABC ， AB AF A= ， 

所以DK ⊥平面 ABC ．  

因为DK 平面 ABD，所以平面 ABD ⊥平面 ABC ． 

【小问 2 详解】 

连结 FK，由（1）可知，直线 DF与平面 ABCF 所成角为 DFK ，记 DFK  = ． 

在图 1 中，因为DK AF⊥ ，所以 90DFA FDK  + = ， 

又因为 90FDA FDK ADK = + = ，所以 DFA ADK = ． 

又因为 90FDA DAK  =  = ，所以 FDA DAK! ! ． 

设 DF x= （1 2x  ），由
DF DA

AD AK
= ，得

1

1

x

AK
= ，解得

1
AK

x
= ． 

在图 2 中，因 DK AB⊥ ，所以 2 2

2

1
1DK DA AK

x
= − = − ，  

所以
2 2 2

1 1 1 1 1
sin 1 1

2

DK

DF x x x x


 
= = − = −  

 
， 

当且仅当 2x = 时等号成立，  

又因为
π

0,
2


 

  
 

，所以 的最大值为
π

6
， 

即直线 DF与平面 ABC 所成角的最大值为
π

6
． 

为
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21. 在平面直角坐标系 xOy 中，已知抛物线 1C ： 2 2x py= 的焦点与椭圆 2C ：
2 2

1
4 3

x y
+ = 的右焦点关于直

线 y x= 对称． 

（1）求 1C 的标准方程； 

（2）若直线 l与 1C 相切，且与 2C 相交于 A，B两点，求 AOB面积的最大值． 

（注：直线与抛物线有且只有一个公共点，且与抛物线的对称轴不平行，则称该直线与抛物线相切，称该公

共点为切点） 

【答案】（1） 2 4x y=      

（2） 3  

【解析】 

【分析】（1）求出椭圆焦点坐标，根据 1C 的焦点与 2C 的右焦点关于直线 y x= 对称，可求得抛物线焦点坐

标，进而求得抛物线方程. 

（2）根据直线 l与 1C 相切，设出直线方程与椭圆方程联立，求得弦长 AB 和点O到直线的距离，写出 AOB

面积，化简利用重要不等式求最值. 

【小问 1 详解】 

因为 2C 的右焦点为 (1,0) ， 1C 的焦点与 2C 的右焦点关于直线 y x= 对称， 

所以 1C 的焦点为(0,1)，  

所以 1
2

p
= ，即 2p = ，所以 1C 的标准方程为 2 4x y= ． 

【小问 2 详解】 

设 l与 1C 相切于点 ( )22 ,P t t （ 0t  ），因为 21

4
y x= ，所以

2

x
y = ， 

所以 l的斜率
2

2

t
k t= = ，所以 l的方程为 2y tx t= − ． 
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由

2

2 2

,

1,
4 3

y tx t

x y

 = −



+ =


得 ( )2 2 3 43 4 8 4 12 0t x t x t+ − + − = ， 

因为 ( )( )6 2 4Δ 64 4 3 4 4 12 0t t t= − + −  ，所以 4 24 3 0t t− −  （*）． 

设 ( )1 1,A x y ， ( )2 2,B x y ，由韦达定理可知
3

1 2 2

8

3 4

t
x x

t
+ =

+
，

4

1 2 2

4 12

3 4

t
x x

t

−
=

+
， 

所以： ( ) ( ) ( ) ( )
2 2 2 22 2

1 2 1 2 1 2 1 2 1 21 1 4AB x x y y t x x t x x x x= − + − = + − = + + −  

( ) ( )( )

( )

( )( )
2 2 4 23 4 2

2

2 22

4 3 1 4 38 4 4 12 3 4
1

3 43 4

t t tt t t
t

tt

+ − + +− − +
= + =

++
． 

又因为点 O到直线 l的距离

2

21

t
d

t
=

+
， 

所以 AOB的面积
( )( )2 4 2

2

2 2

4 3 1 4 31 1

2 2 3 4 1

t t t t
S AB d

t t

+ − + +
=   =  

+ +

 

( )4 2 42 4 2

2 2

4 32 3 4 3 2 3
3

3 4 3 4 2

t t tt t t

t t

− + + +− + +
=   =

+ +
，  

当且仅当 2 4 24 3t t t= − + + ，即 2 2 10

2
t

+
= 时等号成立， 

此时 4 23 4 0t t− −  满足（*）， 

所以 AOB面积的最大值为 3 ． 

【点睛】思路点睛：解决直线与圆锥曲线的综合问题时，要注意： 

(1)注意观察应用题设中的每一个条件，明确确定直线、圆锥曲线的条件； 

(2)强化有关直线与圆锥曲线联立得出一元二次方程后的运算能力，重视根与系数之间的关系、弦长、斜

率、三角形的面积等问题． 

22. 已知函数 ( ) ln( 1)
2

ax
f x x

x
= + −

+
． 

（1）若 0x  时， ( ) 0f x  ，求实数 a的取值范围； 

（2）讨论 ( )f x 的零点个数． 

【答案】（1） 2a       

（2）答案见解析 
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【解析】 

【分析】（1）根据题意，求导，得到

2

2

(4 2 )( 1)
( )

( 1)( 2)

x a x
f x

x x


+ − +
=

+ +
，对a进行分类讨论，可得 ( )f x 的单调性，

进而求得 ( ) 0f x  的时候，实数 a的取值范围. 

（2）通过分类讨论a，可得函数 ( )f x 的单调性，进而得到 ( )f x 的图像，根据数形结合，可得 ( )f x 的零点个

数. 

【小问 1 详解】 

( )f x 的定义域是 ( 1, )− + ，

2

2 2

1 2 (4 2 )( 1)
( )

1 ( 2) ( 1)( 2)

a x a x
f x

x x x x

+


− +
= − =

+ + + +
． 

①当 2a  时， ( ) 0f x  ，所以 ( )f x 在 ( 1, )− + 上单调递增， 

又因为 (0) 0f = ，所以当 0x  时， ( ) (0) 0f x f = ，满足题意；  

②当 2a  时，令 2 2( ) (4 2 )( 1) (4 2 ) (4 2 )g x x a x x a x a= + − + = + − + − ， 

由 ( ) 0g x = ，得 2

1 ( 2) 2 0x a a a= − − −  ， 2

2 ( 2) 2 0x a a a− −= +  ． 

当 ( )20,x x 时， ( ) 0g x  ， ( ) 0f x  ，所以 ( )f x 在 ( )20, x 上单调递减， 

所以 ( ) ( )2 0 0f x f = ，不满足题意． 

综上所述， 2a  ． 

【小问 2 详解】 

①当 2a  时，由（1）可得 ( )f x 在 ( 1, )− + 上单调递增，且 (0) 0f = ， 

所以 ( )f x 在 ( 1, )− + 上存在 1 个零点；  

②当 2a  时，由（1）可得 ( ) 0g x = 必有两根
1
x ，

2
x ， 

又因为 ( 1) 1 0g − =  ， (0) 4 2 0g a= −  所以 1 ( 1,0)x  − ， 2 (0, )x  + ．  

x ( )11, x−  
1
x  ( )1 2,x x  

2
x  ( )2 ,x +  

( )f x
 ＋ 0 － 0 ＋ 

( )f x  单调递增 极大值 ( )1f x  单调递减 极小值 ( )2f x  单调递增 

当 ( )1 2,x x x 时，因为 (0) 0f = ，所以 ( )f x 在 ( )1 2,x x 上存在 1 个零点， 
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且 ( ) ( )1 0 0f x f = ， ( ) ( )2 0 0f x f = ； 

当 ( )11,x x − 时，因为 ( )
( )e 1 2 e

e 1 ln e 0
e 1 e l

− −
− −

− −

− −
− = − = 

+ +

a a
a a

a a

a a
f ， 

1 e 1 0−−  − a ，而 ( )f x 在 1(0, )x 单调递增，且 1( ) 0f x = ，而 (e 1) 0ag − −  ，故 11 e 1a x−−  −  ，所以 ( )f x

在 ( )11, x− 上存在 1 个零点；  

当 ( )2 ,x x + 时，因为 ( )
( )e 1 2

e 1 ln e 0
e 1 e 1

a

a a

a a

a a
f

−
− = − = 

+ +
， 

e 1 0a −  ，而 ( )f x 在 2( , )x + 单调递增，且 2( ) 0f x = ，而 (e 1) 0ag −  ， 

所以 2e 1a x−  ，所以 ( )f x 在 ( )2 ,x + 上存在 1 个零点． 

从而 ( )f x 在 ( )1,− + 上存在 3 个零点．  

综上所述，当 2a  时， ( )f x 存在 1 个零点；当 2a  时， ( )f x 存在 3 个零点． 

【点睛】思路点睛：通过求导，得到 ( )f x ，通过分析导数，得到 ( )f x 的图像，通过数形结合，可求得不

等式恒成立时，参数的取值范围，以及相应的 ( )f x 的零点个数
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