
　　　

学生经验:数学解题教学的基石
———由“数列通项的放缩”教学引发的思考

◉江苏省太仓高级中学　周艳东

１ 引言

最近,笔者观摩了一堂高三二轮复习课．本节课是

以微专题的形式进行的,主题为“数列通项的放缩”．众
所周知,数列通项的放缩一直是教学的难点、学生的

痛点、高考的热点．数列放缩形式多变,技巧性极强,以
微专题的形式进行针对性的突破应该是一种比较有

效的教学手段,但整堂课下来,笔者发现困扰学生的

问题依旧摆在那里,没有得到根本性的解决．

２ 教学过程简介

上课教师首先引导学生回顾 ３ 个常用的数列通

项放缩公式:
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然后,进入例题讲解环节．

例 １　求证:１＋
１
２ ２ ＋
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解题过程略．

例 ２　求证:２( n＋１ －１)＜１＋
１
２
＋
１
３
＋…＋

１
n
＜ ２( ２n＋１ －１)．

解题过程略．

由这道例题,教师又给出了两个放缩公式:１
n
＞

２( n＋１ － n )与
１
n
＜ ２ ( ２n＋１ － ２n－１ )．

随后,每讲解一道例题,就给出一个“有用”的数

列通项放缩公式,例如, ２n

(２n－１)２＜
２n

(２n－１)(２n－２)＝

１
２n－１－１ －

１
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, １
n(n＋１)

＜ n － n－１ ,
１
n ＞

ln ( １＋ １n ) 等．教师同时强调,这几个放缩公式基本覆

盖了数列放缩的一般情境,若出现其他情况,也只需

借助基本不等式、糖水不等式等工具把这些公式进行

变形即可．

３ 超出学生经验的技巧很难被掌握

在本节课中,教师虽然传授了很多放缩的技巧,
给出了现成的公式,但我们知道教学不是简单的传递

的过程,而是在学生已有经验基础上有意义的建构过

程．有关数列的放缩教材基本没有涉及,就拿前面一开

始的“三个”公式来说,也是教师补充的结果,学生放

缩的经验原本积累的就不够,一下子面对这么多眼花

缭乱的公式,学生很难真正理解与掌握．比如,１
n
＞

２( n＋１ － n )是怎么来的? 为什么能够成立? 又

比如,１
n ２＜

１
n－１－

１
n

与
１
n ２ ＜２ ( １

２n－１－
１

２n＋１ ),为何

同一个数列通项有不同的放缩形式? 在应用的时候

该如何抉择? 还有,放缩是随意的吗? 放缩的度该如

何控制……这些真正困扰学生的问题,这节课没有进

行深入的探讨,而是把教学重心放在放缩技巧的罗列

与展示上,意图让学生通过大量的练习能够记住这些

放缩公式．显然,这样的教学定位是偏离学生实际的．

４ 学生经验是数学解题教学的基石

４．１ 明确学生的已有经验

教师一般都有这样的经历,很多好的解题方法讲

了很多遍、练了很多遍,但终究教不会,究其原因,就
是这些解题方法已经超出了学生的已有经验,单纯的

讲解无法对知识的内化起到积极的作用．解题并不是
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无源之水,无本之木,它应该立足于学生的已有经验．
那么,在本节课中,学生的已有经验是什么? 从

知识的角度看,等差、等比数列是学生熟悉的两大数

列,学生经历了这两大数列的探究过程,积累了如何

认识数列的经验．比如,知道判断一个数列是否是等差

数列时,需要把数列的前后两项作差;知道等比数列

的首项与公比不能为 ０;知道通项公式与求和公式之

间的相互关系,即 a n＝S n－S n－１(n≥２)．从思想方法

的角度看,累和法、累乘法、倒序相加法、错位相减法,

这几种常用的方法是学生在推导等差、等比数列的通

项与求和公式时积累下来的经验,不仅如此,学生还

把这些经验进行了迁移．比如,他们知道不仅等差数列

求通项可以用累和法,其他数列,如 a n－a n－１＝n,a n－

a n－１＝２n 等,也可以用累和法求通项,只要是形如

a n－a n－１＝f(n)的都可以用累和法;累乘法也可以进

行类似的推广,只要符合
a n
a n－１

＝f(n)都可以．这些经

验就构成了学生的认知基础,是后续学习通项放缩的

理论基石．

４．２ 建立新经验和旧经验的联系

经验具有正向和负向双重效应．一方面,经验为学

生的后续学习奠定了认知基础,促进新的经验的形

成;另一方面,经验很容易造成思维定式,从而阻碍学

生接受新的经验．解决的唯一办法就是建立新经验和

旧经验的联系,从而帮助学生打破思维定式,使经验

的迁移得到发生．
因此,本节课首先要解决的是建立起数列通项放

缩与学生已有经验之间的联系,从而让学生感受到这

些放缩技巧、公式并不是凭空产生的,而是在已有经

验基础上的延伸．

例如,在证明 ２( n＋１ －１)＜１＋
１
２
＋
１
３
＋…＋

１
n

时,可以联系 a n＝S n－S n－１(n≥２)进行分析．因为

不等式右边是数列前 n 项和,那么不妨把不等式的左

边也看成某个数列{b n}的和 S′n,S′n ＝２( n＋１ －

１),则 b n ＝S′n －S′n－１ ＝２( n＋１ － １)－ ２( n －

１)＝ ２ ( n＋１ － n )(n ≥ ２ );因 此,要 证 明

２( n＋１ －１)＜１＋
１
２
＋
１
３
＋…＋

１
n

成立,只需证明

１
n
＞２( n＋１ － n )(n≥２)即可;利用分析法,很容

易验证这个不等式成立．于是,原不等式成立．
上述证明方法的优点在于,借助 a n ＝S n －S n－１

(n≥２)这个学生非常熟悉的性质直接对不等式进行

了证明,不仅没有用到新的放缩技巧,还获得了放缩

公式
１
n
＞２( n＋１ － n )(n≥２)．就是这种最朴素的

方法,能够解决很多数列放缩问题．

４．３ 完善已有的经验

学生的已有经验直接决定了新知识与新方法的

获得速度与掌握程度,已有经验越丰富越好．因此,在
解题教学中,教师要转变理念,要把教学重心从传授

新的解题经验转到完善已有的解题经验上．
其实,数列放缩的技巧性与思想性不是几节课就

可以完成的,它需要经历一个从熟悉到陌生、从特殊

到一般的建构过程．等差、等比数列是认知基础,累和、
累乘是方法基础,因此,首先需要对这些基础性的经

验进行完善,才能确保后续学习的顺利进行．
比如,对于比较复杂的数列,累和法能用吗?
例 ３　已知 a n＋１＝２a n＋１,a １＝１,求数列{a n}的

通项公式．
很多学生都想到套用公式 a n＋１＋λ＝２(a n＋λ)进

行求解,前提是要记住这个公式．但实际上可以直接利

用累和法进行推导,a n＋１ ＝２a n ＋１,a n ＝２a n－１ ＋１,两
个式子左右两边分别作差得 a n＋１－a n＝２(a n－a n－１),

则 a n＋１－a n ＝２(a n －a n－１)＝２ ２(a n－１ －a n－２)＝…＝
２n－１(a ２－a １)＝２n,即 a n＋１－a n＝２n,接下去就交给累

和法了．
变式 １:已知 a n＋１ ＝２a n ＋n － １,a １ ＝ １,求数列

{a n}的通项公式．
这个数列的通项当 然 也 可 以 套 用 公 式 a n＋１ ＋

λ(n＋１)＋μ＝２(a n ＋λn＋μ),但用累和法更加容易

理解．
a n＋１＝２a n＋n－１,

a n＝２a n－１＋n－２{ ⇒a n＋１－a n＝２(a n－a n－１)＋

１,令 b n ＝ a n － a n－１,则 问 题 转 化 为 求 递 推 公 式 为

b n＋１＝２b n＋１ 的数列通项,这就与例 ３ 一模一样了．
累乘法也能进行类似的推广．
看似简单的运算技巧照样能够展现出巨大的威

力,因此,我们没必要刻意地去记忆这些放缩公式,不
仅不好记,即使记住了,题目一变化,也用不上．

“学生经验”是数学解题教学的“基石”,在立足学

生经验的基础上使学生经验在“破”与“立”的动态平

衡中得以汇聚与积淀,最终实现“学生经验”的升级跃

迁,这才是解题教学的真谛所在．Z
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