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极限视角下的函数零点问题
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摘要: 本文以高考题为例，从极限的视角研究函数零点问题，立足教材，结合不等式，

借助幂( 指数、对数) 函数级别关系及洛必达法则判断函数是否存在零点，再利用常见的

放缩方法，将取点目标转化为可解不等式，得到解决函数零点问题的常见解题策略．
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函数零 点 问 题 一 直 是 高 考 的 重 点 与 难

点，函数极值与最值、不等式恒成立等问题也

会涉及到函数零点问题．对于函数零点问题，

可以借助函数零点存在定理及函数单调性判

断零点的存在性，而如何判断并找到异号的

函数值是解决该类问题的关键．导数是研究函

数性质的有力工具，其本身就是由极限定义

的，从“极限”的视角认识研究函数性质是必

要的并且是合理的．
一、必备知识与方法

不同的函数模型有不同的“变化趋势”，

对不同函数“变化趋势”的研究和比较，可以

加深对函数性质的理解． 通常可以通过常见

的两个不等关系，给出指数函数、对数函数与

幂函数“变化趋势”量化关系．
1．常见放缩

( 1) 对于 ex ≥ x + 1 ＞ x，将 x 替换成
x
m

( m ＞ 0) ，则 e
1
mx ＞

1
m
x，ex ＞

1
mmx

m，从而指数

函数是幂函数的高阶无穷大．
( 2) 对于 ln x ≤ x － 1 ＜ x，将 x 替换成

xm( m ＞ 0) ，则 ln xm ＜ xm，ln x ＜
1
m
xm，从而幂

函数是对数函数的高阶无穷大．
2．洛必达法则

对于分式函数的极限情况，可以借助洛

必达法则研究
∞
∞

，
0
0 型极限．

二、函数极限组合类型

历年的高考试题主要考查由指数函数、
对数函数、幂函数组成的超越函数导数问题，

对这类函数极限组合类型进行讨论研究，可

以更好地研究函数性质，帮助我们找到处理

函数零点问题的一般方法．
1．“∞ + 有界”型

例 1 ( 2020 年高考数学山东卷第 21 题)

已知函数 f( x) = aex－1 － ln x + ln a．( 1) 当a =e
时，求曲线 y = f( x) 在点( 1，f( 1) ) 处的切线与

坐 标 轴 围 成 的 三 角 形 的 面 积; ( 2) 若

f( x) ≥1，求 a 的取值范围．
分析 本题第( 2) 问是含参数的不等式

恒成立问题，可将其转化为函数最值问题进

行处理． 通过对导函数零点的研究，得到函数

的单调性及最值．
解 析 ( 1) 略; ( 2) 由 题 意，a ＞ 0，

f '( x) = aex－1 －
1
x

，x ＞ 0，f ″( x) = aex－1 +
1
x2

＞

0 恒成立，所以 f '( x) 在( 0，∞ ) 上递增．一方

面，由 ex≥ x + 1，则 f '( x) = aex－1 － 1
x ≥

ax －

1
x

= ax2 － 1
x ①．令

ax2 － 1
x ≥ 0，解得 x≥

1

■a
，取
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p = 1

■a
+ 1，则 f '( p) ＞ 0; 另一方面，当 0 ＜ x

＜ 1 时，f '( x) = aex－1 － 1
x

＜ ae1－1 － 1
x

=a －

1
x ②

． 令 a － 1
x ≤

0，解 得 x ≤
1
a

，取 q =

min
1
2a

，
1
2{ } ，则 f '( q) ＜ 0; 所以存在唯一的

x0∈ ( q，p) ，使得 f '( x0 ) = aex0－1 － 1
x0

= 0( * ) ．

列表可得 f( x) min = f( x0 ) = aex0－1 － ln x0 + ln a．

对于( * ) 式，aex 0－ 1 = 1
x0

，两边取对数得 ln

a + x0 － 1 = － ln x0，所以 f( x) min = f( x0 ) =
1
x0

－ 2ln x0 － x0 + 1，要满足 f( x) ≥ 1 恒成

立，只需要 f( x0 ) = 1
x0

－ 2ln x0 － x0 + 1≥ 1，

即
1
x0

－ 2ln x0 － x0 ≥ 0，解得 0 ＜ x0 ≤ 1，由

ln a = － ln x0 － x0 － 1，ln a∈［0，+ ∞ ) ，解

得 a ≥ 1 ．
点评 在考虑函数极限时，经常会遇到

“∞ + 有界”型，该极限类型中起决定作用的

是“∞”，而“有界”是可以在局部区间内控制

的． 本题通过高阶求导得 f '( x) = aex－1 － 1
x 在

( 0，+ ∞ ) 上单调递增，为了得到一阶导数正

负情况，需要研究一阶导数 f '( x) 在区间( 0，

+ ∞ ) 端点 0，+ ∞ 处的极限情况． 当x→ + ∞

时，f '( x) = aex－1 － 1
x

= ( + ∞ ) + 有界，f '( x)

= aex－1 － 1
x 中起决定作用的是指数型 aex－1，

为了使得“超越式”不等式 f '( x) =aex－1 － 1
x

＞ 0 可解，将指数放缩成可解不等式 ①． 当 x

→ 0 时，f '( x) 有界且趋于－ ∞ ，f '( x) = aex－1

－ 1
x 中其决定作用的是－ 1

x
，因为 aex－1 是有

界可控制的，所以在x→ 0 的小区间 0 ＜ x ＜ 1

中控制 aex－1，使得 aex－1 ＜ a，从而得到可解不

等式②．
2．“∞ － ∞”型

例 2 ( 2021 年高考数学浙江卷第 22 题)

设 a，b 为实数，且 a ＞ 1，函数 f( x) = ax － bx +
e2( x∈ Ｒ) ．( 1) 求函数 f( x) 的单调区间; ( 2)

若对任意 b ＞ 2e2，函数 f( x) 有两个不同的零

点，求 a 的取值范围．
分析 本题第( 2) 问是含参数的函数零

点问题，可以先考虑条件成立的必要性，初步

确定参数 a 的范围，再从极限的视角判断并确

定函数零点．
解析 ( 1) 略; ( 2) f( x) = ax － bx + e2( x

∈ Ｒ) ，则 f '( x) = ax ln a － b，由 a ＞ 1f ″( x) =
ax( ln a) 2 ＞ 0，所以 f '( x) 在 Ｒ 上单调递增，

由 b ＞ 2e2，令 f '( x) = 0，解得 x0 = loga

b
ln a( ) ，

所以函数 f( x) 在( － ∞ ，x0 ) 单调递减，在( x0，

+ ∞ ) 单调递增． 要使得函数 f( x) 有两个不同

的零 点，则 必 有 f( x) min = f( x0 ) ＜ 0，即

f loga

b
ln a( )( ) ＜ 0，

b
ln a

－ bloga

b
ln a( ) + e2 ＜

0，变形为
b

ln a
－ b
ln a

ln
b

ln a( ) + e2 ＜ 0( * ) ．记

g( t) = t － tln t + e2，t ＞ 0，g'( t) = － ln t，可得

g( t) 在 ( 0，1) 递 增，在 ( 1，+ ∞ ) 递 减． 又

g( e2 ) = 0，因此当且仅当 t ＞ e2 时，g( t) ＜ 0．

( * ) 式即为 g
b

ln a( ) ＜ 0，所以对任意 b ＞

2e2，
b

ln a
＞ e2，解得 1 ＜ a≤e2．当1 ＜ a≤e2 时，

b ＞ 2e2，则
b

ln a
＞ e2，x0 = loga

b
ln a( ) ＞ 0，f( x) min

= f( x0 ) ＜ 0，又 f( 0) = 1 + e2 ＞ 0 且 f( x) 在

( － ∞ ，x0 ) 上单调递减，所以存在唯一的 x1 ∈
( 0，x0 ) ，使得 f( x1 ) = 0．考虑函数 y = ax 在点

( 0，1) 处的切线方程，可得 ax ≥ xln a + 1 ＞

xln a( 证明略) ，所以 a
x
2 ＞

x
2
ln a，平方得ax ＞

x2

4
ln2a，则有 f( x) = ax － bx + e2 ＞

x2

4
ln2a － bx +

·44·

高中数学教与学 2022 年



e2 ＞
x2

4
ln2a － bx．令

x2

4
ln2a － bx≥0①，解得 x≥

4b
ln2a

＞ 0，则 f
4b
ln2a( ) ＞ 0．又 f( x) 在( x0，+∞ ) 上

单调递增，所以存在唯一的 x2∈ x0，
4b
ln2a( ) ，使得

f( x2) = 0，所以 1 ＜ a≤ e2 满足题意．
点评 对于函数极限“∞ － ∞”型，该极

限类型中有两个“∞”，需要确定起主要作用的
“∞”，在“极限”视角下分析判断函数零点存在
的基础上，把含有两个“∞”的“超越”不等式
放缩成可解不等式． 在本题中，当 1 ＜ a ≤ e2

时，结合函数单调性，先判断函数 f( x) 在区间
端点处的极限类型． x→－ ∞，f( x) = ax － bx +
e2 有界且趋于 + ∞，观察取 f( 0) = 1 + e2 ＞ 0
即可． x→+∞ 时，ax( a ＞ 1) 是 bx( b ＞ 0) 的高
阶无穷大，所以 x→+ ∞，f( x) = ax － bx + e2 =
( +∞ ) － ( +∞ ) = +∞，为了使得“超越”不等
式 f( x) ＞ 0 可解，考虑将指数型 ax 放缩成幂函
数型 xα( α ＞ 0) ，得到可解不等式①．

3．“∞
∞
”型

例 3 ( 2018 高考数学全国 2 卷第 21 题)

已知函数 f( x) = ex － ax2 ．( 1) 若 a = 1，证明: 当
x≥0时，f( x) ≥1; ( 2) 若 f( x) 在( 0，+∞ ) 只
有一个零点，求 a．

分析 在研究导数问题时，对什么函数
进行求导是顺利解题的关键． 本题第( 2) 问，

若对原函数直接求导，会涉及二阶导函数零
点问题，不易处理，依据原函数结构特征，可
以构造并研究新函数( 分式函数) 零点问题．

解析 ( 1) 略; ( 2) 设函数 g( x) = 1 －
ax2

ex ，则 f( x) 在( 0，+ ∞ ) 只有一个零点，当且

仅当 g( x) 在( 0，+ ∞ ) 只有一个零点．
( i) 当 a≤ 0，g( x) ＞ 0，g( x) 没有零点;
( ii) 当 a ＞ 0，g'( x) = ae －xx( x － 2) ，g( x)

在( 0，2) 单调递减，在( 2，+ ∞ ) 单调递增，所

以 g( x) min = g( 2) = 1 － 4a
e2
．

1° 若 g( 2) ＞ 0，即 0 ＜ a ＜
e2

4
，g( x) 在

( 0，+ ∞ ) 没有零点;

2° 若 g( 2) = 0，即 a = e2

4
，g( x) 在 ( 0，

+ ∞ ) 只有一个零点;

3° 若 g( 2) ＜ 0，即 a ＞
e2

4
，由于 g( 0) = 1

＞ 0，所以 g( x) 在( 0，2) 有一个零点．

由 ex ＞
1
nn x

n( n ＞ 0) ，ex ＞
1
33 x

3，g( x) = 1

－ a
x2

ex ＞ 1 － 27a
x

，令 1 － 27a
x ≥

0①，解得 x≥

27a，则 g( 27a) ＞ 0，故 g( x) 在( 2，27a) 有一
个零点．因此，g( x) 在( 0，+ ∞ ) 有两个零点．

综上，g( x) 在 ( 0，+ ∞ ) 只有一个零点

时，a = e2

4
．

点评 对于分式函数，当遇到“
∞
∞
”极限

类型，需要借助洛必达法则或分子分母高阶
无穷大关系判断函数是否存在零点，再借助
放缩法将“超越”不等式放缩为可解不等式．

在本题中，当 a ＞
e2

4 时，结合函数单调性，判

断函数 g( x) 在区间端点处的极限类型，x →

+ ∞ 时，函数 g( x) 极限为“
∞
∞
”型，ex 为 x2 的

高阶无穷大，由洛必达法则 lim
x→+∞

x2

ex
= lim

x→+∞

2x
ex

=

lim
x→+∞

2
ex

= 0，所 以 必 存 在 足 够 大 的 x0，使 得

g( x0 ) ＞ 0． 再利用放缩 ex ＞
1
33 x

3，得到可解不

等式①．
对于函数零点问题，通过类型归纳概括、

得到如下解题思维导图( 如图 1) : 若函数问题
涉及函数零点问题，先对函数( 导函数) 极限
类型进行分析，再利用指数函数、对幂函数级
别关系或洛 必 达 法 则 判 断 函 数 零 点 是 否 存
在，在函数存在零点的基础上，借助放缩法、
有界控制法、观察法等进行取点，从而得到函
数( 导函数) 单调性，最终解决函数问题．

( 下转第 48 页)

·54·

第 9 期 高中数学教与学



0) ，B( 1，0) ，C 1
2

，■3
2( ) ， 记 P 1

2 λ
，■3
2 λ( ) ，

Q( μ，0) ，设 W( x，y) ; 以 A 为原点，建立仿射坐
标系{ A; AB，AC} ，则在该仿射系下对应坐标
分 别 为 A'( 0，0) ，B'( 1，0) ，C'( 0，1) ，P'( 0，

λ ) ，Q'( μ，0) ，W'( x'，y') ，由定理 2 可得变换

T:

x' = x － 1

■3
y，

y' =
2

■3
y，










即

x'
y'[ ] =

1 － 1

■3

0
2

■3













x
y[ ] ．

由定理 3 可得 W'P' = 2W'Q'，下列等式: 从而

有 ( x' － 0) 2 + ( y' － λ )■
2 =

2 ( x' － μ ) 2 + ( y' － 0)■
2 ， 化 简 得

x' －
4
3 μ( )

2

+ y' +
1
3 λ( )

2

= 4
9

( λ 2 + μ 2 ) ，即

通过 T 变换后的图形是一个圆，此时 T 变换后

的面积为S' =πr2 = 4
9 π

( λ 2 + μ 2 ) ，又

1 － 1

■3

0
2

■3

= 2

■3
，

故由推论可得变换前的面积

S =■3
2
S' = ■2 3

9 π
( λ 2 + μ 2 ) ．

评析 本题若通过直角坐标系求解，难
于分析，比较棘手，运算量极大，同时由于高
中数学方法局限性，无法大致描绘出其图象．
而通过仿射系，将抽象的“好点”曲线转化为
具体的圆的标准方程，进而求出“好点”构成
区域的面积，求解轻松，利于呈现性质，方便
后续的分析研究．

仿射坐标系建立了初等数学与高等数学
之间的一种联系，若能熟练运用仿射变换，不
但可据本探源，同时可深入研究数学对象之
间的联系，进而从更高的角度把握和理解教
材．
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知识方法源于课本又高于课本，在日常
教学中，需要注重高考与教材相结合．一方面
依据考纲，从高考题中获取知识方法，培养学
生思维能力和核心素养，找到攻克同一类型
题目的解题要领． 另一方面注重回归课本，从
教材中寻找源头，充分挖掘教材中的数学本
质和数学思想方法．

在复习备考中，需要引导学生对重点、难点题
型进行归纳研究，寻找解决不同问题的一般
规律和方法． 因此，高三复习更适合微专题教
学，重视微专题的教学设计，“因微而准，因微
而细，因微而深”，帮助学生构建丰富联系的
知识系统，促进学生深度学习．

高考中 借 助 函 数 零 点 问 题 综 合 考 查 函
数、导数等相关知识，侧重考查分类、转化、数
形结合等数学思想．而解决该类题型的关键是
如何判别并确定函数的零点，通过寻找教材
中的“源”———指数函数、对幂函数“变化 趋
势”的不等关系，借助不等式放缩，成功找到
攻克函数零点问题的一般思路和方法． 总而
言之，“以高考为抓手，以教材为根本”能够有
效引领高三复习，帮助学生在解决数学问题
过程中有的放矢．
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