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多面体的外接球和内切球是立体几何的重要内容，也是一个热点、难点内容 .掌握特殊多面体的外接球和内切球的半径的

求法，是基础知识，也是解决较难问题的依托，文章例举了补形法、定义法、方程法、坐标法、等体积法、利用轴截面等方法

求外接球或内切球的半径 .教学启示是：在必修课程涉及的空间几何体时就应重视内切球和外接球的教学；在高三复习时

要专题讲授和训练；利用信息技术帮助学生加深对知识的理解 .

摘 要

关 键 词 外接球；内切球；半径；求解策略；教学启示

外接球和内切球半径的求解策略
童其林

（龙岩市永定区城关中学，福建 龙岩 364100）

所谓多面体的外接球，是指这个多面体的各个顶

点都在这个球的表面上；所谓多面体的内切球，是指

这个球和多面体的每个面都相切，即这个球和多面体

的每个面有且只有一个公共点 .多面体的外接球和内

切球是立体几何的重要内容，也是一个热点、难点内

容 .解决此类问题，需要有较强的空间想象能力，需要

找出球心，求出半径，还需要一番推理论证，因而不少

学生望而生畏，束手无策 .本文先通过认识几种特殊

多面体的外接球和内切球的半径的求法，再通过具体

实例得到此类问题的求解策略，并形成教学启示 .
一、几种特殊多面体的外接球和内切球的半径

如长方体的外接球，正方体的外接球和内球球，

正三棱柱的外接球，正三棱锥的外接球和内切球，正

四面体的外接球和内切球等都是常见的模型 .
1.长方体的外接球

设长方体底面边长分别为 a,b,高为 c，则外接球半

径R = a2 + b2 + c2
2 .

证 明 ：如 图 1， R = AC12 = AC2 + CC21
2 =

a2 + b2 + c2
2 .
2.正方体的外接球和内球球

设正方体棱长为 a，则外接球半

径R = 3
2 a，内切球半径 r = 12 a.

3.正三棱柱的外接球

设正三棱柱ABC-A1B1C1的高为 h,底面边长为 a,
如图 2，D和D1分别为上下底面的中心，则球心必落在

高 DD1 的中点 O 上 ，OD = h2 ,AO = R,AD =
3
3 a,R =

( )h2
2
+ ( )3

3 a
2
.

4.对棱相等的三棱锥（等腰四面

体）的外接球

对棱相等的三棱锥（等腰四面

体）S-ABC中，SA=BC=a,SC=AB=b,SB=
AC=c, 则 三 棱 锥 S-ABC 外 接 球 半 径 R =
2
4 a2 + b2 + c2 .

证明：构造长方体（如图 3），
则三棱锥的外接球就是长方体的

外接球 .设长方体的长宽高分别

为 x,y,z,外接球半径为R，则 图 3

5.四个面都是直角三角形的三棱锥的外接球

四个面都是直角三角形的三棱锥 P-ABC中，PA⊥
平面ABC，AB⊥BC,PA=a,AB=b,BC=c,则三棱锥 P-ABC
外接球的半径R = a2 + b2 + c2

2 .
证明：可构造长方体（如图 4），则三

棱锥的外接球就是长方体的外接球，所

以R= PA2 + AB2 + BC2
2 = a2 + b2 + c2

2 .
6.正三棱锥的外接球和内切球

设正三棱锥侧棱长为 a,底面边长为 b,则外接球半

径R= a2

2 a2 - 13 b2
，内切球半径为 r= 3a2 -b2b

3 4a2-b2 + 3 b.

图 1

图 2

图 4
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证明：如图 5，设正三角形ABC的中心为H，连接

SH,AH,由正三棱锥知 SH⊥平面ABC，设外接球的球心

为O，半径为R，则球心O在 SH上，连接OA,则
AH = 23 ×

3
2 b = 3

3 b,OS = OA = R,
SH = SA2 - AH 2 = a2 - 13 b2 ,OH = SH - OS =

a2 - 13 b2 - R.
由OA2 = AH 2 + oH ⇒ R2 = 13 b2 +

( a2 - 13 b2 - R )2 ⇒ R = a2

2 a2 = 13 b2
.

如图 6，设斜高PD=h'，三棱锥的高PH=h,则

sin∠HPD = OK
OP

= HD
PD

⇒ r
h - r =

3
6 b

h' ⇒ r =
3 bh

6h' + 3b =
b 3a2 - b2

3 4a2 - b2 + 3 b .
7. 正 四 面 体 的 外 接 球 和 内

切球

设正四面体棱长为 a,则外接

球半径为 r = 6
4 a，内球球半径

r = 6
12 a.
令 b=a，则 可 得 正 四 面 体 外 接 球 半 径 R =
a2

2 a2 - 13 a2
= 6
4 a，内球球半径 r = 6

12 a.

另证 1：连接内球球球心与各顶点，把三棱锥分成

四个小三棱锥，由等体积法得 V = 13 S1r +
1
3 S2r +

1
3 S3r ⇒ r = 3V

S1 + S2 + S3 + S4 =
Sh
4S =

1
4 h =

6
12 a.

另证 2：注意到正四面体外接球和内切球球心相

同，则有R + r = h = 6
3 a.

另证 3：如图 7，将正四面体补形为正方体，正四面

体棱长为 a,则正方形边长 x = 2
2 a，所以R = 3

2 x =
6
4 a.

点评：多面体的内切球方法一:做过棱及球心的截

面，求多边形的内切圆半径即为内切

球的半径 .方法二，等体积法:把球心

和各顶点连接构成以球心为顶点的 n
个小棱锥的体积和等于这个多面体

的体积，小棱锥的高就是内切球半径 .
8.三棱锥中有两个面为共斜边的

直角三角形的外接球

三 棱 锥 P-ABC 中 ， 设 BA=a, BC=b，
BA ⊥ BC,PA ⊥ PC,则其外接球半径R = a2 + b2

2 .
证明：将三棱锥 P-ABC补形为长

方体（如图 8），则三棱锥的外接球就

是长方体的外接球的球心 .
长方体的长 x=BC=b,宽 y=CP=c，

高 z= a2 - c2 ,所以R = x2 + y2 + z2
2 = a2 + b2

2 .
另证：因为直角三角形斜边的中点到三角形各顶

点距离相等，所以AC中点即为三棱锥外接球的球心，

AC长就是直径，所以R = a2 + b2
2 .

9.三条侧棱两两垂直的三棱锥（墙角模型）的外

接球

如图 9，三棱锥 S-ABC的三条侧

棱 SA,SB,SC两两垂直，且 SA=a,SB=b,
SC=c, 则 其 外 接 球 的 半 径 R =
a2 + b2 + c2

2
二、外接球和内切球半径的求解策略

1.补形法求三棱锥球半径

割补法是解决有关立体几何问题的常用方法，如

求体积，证明线线、线面、面面平行或垂直，当然也是

解决一些外接球和内切球的有效方法 .
例 1 如 图 10，在 三 棱 锥 D-ABC 中 ，DB ⊥ 平 面

ABC, ∠BAC = 120°,BC = 3 ,BD = 2, 求 三 棱 锥 D-
ABC外接球半径R.

解析：将三棱锥补形为直三棱柱 ABC-FDE,则三

棱锥的外接球就是直三棱柱外接球的

球心（如图 11）.设△ABC,△DEF是外接

球的球心分别为O1 ,O2,连接O1O2，则直

三棱柱外接球的球心就是线段O1O2的
中点O,连接OC,O1C.

在 △ABC 中 ，由 正 弦 定 理 得 2r = BC
sin∠BAC =

图 5

图 6

图 7

图 8

图 9

图 10

数学教学数学教学教学研究教学研究
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3
sin 120° = 2 ⇒ O1C = r = 1,OO1 = BD2 = 1
,所以 R2 =
OC2 = O1C2 + OO21 = 1 + 1 = 2 ⇒
R = 2 .

点评：也可以通过找三棱锥的

球心得出半径 .
2.定义法求外接球半径

定义是揭示概念内涵的逻辑方法，定义本身就是

方法，而且是最本质的方法 .
例 2 已知平面四边形ABCD中，AB=3，AD=4，BD=

5，CD= 11 ,BD ⊥ CD,如图 12是平

面四边形 ABCD沿对角线 BD折成

的四面体ABCD，且平面ABD⊥平面

BCD，若四面体ABCD的顶点在同一

球面上，求该球的半径 .
解 析 ：因 为 平 面 ABD⊥ 平 面

BCD，BD ⊥ CD，所以CD⊥平面ABD，所以CD⊥AD.
因 为 CD= 11 , BD=5，AD=4，所 以 BC=6，AC=

3 3，又AB=3，所以BC2 = AB2 + AC2，所以BA ⊥ AC.
取 BC的中点 F,则 F为直角△BDC和直角△BAC

斜边BC的中点，所以 FA=FD=12 BC = 3，即 F到A,B,C,
D四个顶点的距离相等，故F为球心，半径R = 3.

点评：平面几何性质的应用为我们打开了一

扇窗 .
例 3 三棱锥 PABC中，PA⊥平面 ABC且 PA＝4，

△ABC是边长为 3 的等边三角形，则该三棱锥外接

球的表面积为______.
解析：如图 13，设 D为△ABC外接圆的圆心，则

AD = 23 ×
3
2 × 3 = 1，过 D作 DO⊥平面 ABC,因为

PA⊥平面 ABC，所以 PA与 OD平行，

取PA中点E,过E作EO平行于DA,则
O为三棱锥 PABC的球心，其半径为

OA = 22 + 12 = 5 ,外接球的表面

积为 4πR2 = 20π.
点评：球心到各个顶点的距离相等，是我们思考

的方向 .
例 4（2017年福建省普通高中毕业班单科质量检

查理科数学题）在三棱锥 S-ABC中，△ABC边长为 3的

等边三角形，SA = 3 ,SB = 2 3，二面角 S-AB-C的

大小为 120°，则此三棱锥的外接球的表面积为 .

解析：如图 14，因为 SA2 + AB2 = 3 + 9 = 12 = SB2，
所以三角形 SAB是以 SB为斜边

的直角三角形，故斜边中点 P为
三角形 SAB外接圆的圆心 .

取底面的外接圆的圆心为

Q，连接 CQ交 AB于 D，连接 PD，
则D为AB的中点，从而DC ⊥ AB,

又 PD 平 行 于 SA, 故

PD ⊥ AB，从而角 PDC为二面角 S-AB-C的大小 ,且
∠PDC = 120°,

PD = 12 SA =
3
2 ,DQ = 13 CD =

1
3 ×

3
2 × AB =

3
2 ，故PD=DQ.

分别过P,Q作垂直于平面 SAB与平面ABC的垂线

交于O，易知O为该三棱锥外接球的球心，由 PD=QD，
可知PQ=OQ.

因为PQ = 3
4 +

3
4 - 2 ×

3
2 × 3

2 cos 120° = 32，
故PQ=OQ=32，又CQ = 23 ×

3
2 × AB = 3 ,

所以外接球的半径 R= OQ2 + CQ2 = 9
4 + 3 =

21
2 ，从而表面积 S=4πR2 = 21π.

点评：三角形POQ是等边三角形 .
点评：本题是一个较为综合的问题，需要推理和

运算同时进行，注意三角形POQ是等边三角形 .
3.方程法求外接球或内切球的半径

方程的作用是什么？求值 .在有关给出数值的几

何图形中，建立方程或方程组可求出外接球或内切球

的半径 .
例 5（福州市 2020届高三理科数学 5月调研卷，

理科 16）已知三棱锥 A - BCD的棱长均为 6，其内有 n
个小球，球O1与三棱锥 A - BCD的四个面都相切，球

O2与三棱锥A - BCD的三个面和球O1都相切，如此类

推，…，球 ON 与三棱锥 A -
BCD的三个面和球 ON - 1 都
相切（n ≥ 2，且 n ∈ N *），则

球 01的体积等于______，球

On的表面积等于________．

解析：如图 15，AO是三

棱 锥 A - BCD 的 高 ，O 是

△BCE的外心，因为三棱锥

图 11

图 12

图 13

图 14

图 15
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A - BCD的棱长均为 6，则 OB = 3
3 × 6 = 2 3，AO =

62 - (2 3 )2 = 2 6 .
显然 O1是三棱锥 A - BCD的外接球和内切球的

球心，O1在 AO上，设外接球半径为 R，内切球半径为

r1，则由 O1B2 = OO1 2 + BO2 得 R2 = (2 3 )2 + (2 6 -
R )2，r = 3 6

2 ，所以 r1 = AO - AO1 = AO - R = 2 6 -
3 6
2 = 6

2 ，所以VO1 = 43 πr1 3 =
4
3 π(

6
2 )3 = 6 π.

过 AO中点作与底面 BCD平行的平面与三条棱

AB,AC,AD交于点 B1,C1,D1，则平面 B1C1D1 与球 O1 相
切，由题意球O2是三棱锥 A - B1C1D1的内切球，注意

到三棱锥A - B1C1D1的棱长是三棱锥A - BCD棱长的

1
2，所以有其内切球半径 r2 = 12 r1，同理，球On的半径

为 rn，则 { rn}是公比为
1
2 的等比数列，所以 rn = r1 ×

( 12 )n - 1 =
6
2n ，所以 Sn = 4πrn 2 = 4π × ( 6

2n )2 =
6π
4n - 1 .

点评：求解三棱锥A - BCD的内切球体积，还可以

用等体积法，解决第二问还需要较强的想象力和抽象

概括能力 .在一些看似困难，但容易建立空间直角坐

标系的问题中，坐标法给了我们一条坦途 .
比如，例 1也可以通过建立空间直角坐标系来

完成 .
4.等体积法求内切球的半径

例 6（2020届福州市高中毕业班第三次质量检

查，理科 12题）三棱锥P - ABC中，顶点P在底面 ABC
的投影为△ABC的内心，三个侧面的面积分别为 12,
16,20，且底面面积为 24，则三棱锥 P - ABC的内切球

的表面积为

A．4π
3 B．12π

C.16π3 D．16π
解析：如图 16，不妨设 S△PBC = 12,S△PAC= 16,S△PAC =

20,设P在底面 ABC的投影为H，分别作HD ⊥ BC于点

D，HE ⊥ AB于点 E，HF ⊥ AC
于 点 F， 则 PD ⊥ BC．
PE ⊥ AB,PF ⊥ AC,依题意，H
为 △ABC 的 内 心 ，则

Rt△PDH ≅ Rt△PFH ≅ Rt△PEH
，故PD = PF = PE，

又 S△PBC = 12 BC·PD，S△PAC =
1
2 AC·PF，S△PAC =

1
2 AB·PE，

所以 S△PBC:S△PAC:S△PAB = BC:AC:AB = 12:16:20 = 3:
4:5，所以∠ACB = 90°．

令BC = 3x,AC = 4x,AB = 5x.
所 以 S△ABC = 12 BC·AC =

1
2·3x·4x = 24，解 得

x = 2，所以BC = 6,AC = 8,AB = 10.
设 △ABC 内 切 圆 半 径 为 r，则

1
2 (BC + AC +

AB )r = S△ABC，即 1
2 × (6 + 8 + 10)r = 24，解得 r = 2，故

HD = 2．
由 S△PBC = 12 BC·PD = 12,BC = 6，得PD = 4，
所以PH = PD2 - HD2 = 2 3，
所 以 VP - ABC = 13 S△ABC·PH =

1
3 × 24 × 2 3 =

16 3，
设三棱锥 P - ABC 的内切球的半径为 R，则

VP - ABC = 13 (S△PBC + S△PAC + S△PAB + S△ABC )R，
即 16 3 = 13 × (12 + 16 + 20 + 24)R，解 得 R =

2 3
3 ，所以三棱锥 P - ABC 的内切球的表面积为

4πR2 = 16π3 ，故选C．
点评：本题考查空间点、线、面位置关系，空间几

何体的侧面积、体积等基本知识；考查空间想象能力、

运算求解能力、论证推理能力；考查化归与转化思想；

考查直观想象、数学运算等核心素养，体现基础性、创

新性．

5.寻求轴截面

轴截面有其独特的性质，利用轴截面的性质又是

求解外接球和内切球的半径的重要方法 .
例 7 正四棱锥 S - ABCD的底面边长和各侧棱长

都为 2，点 S、A、B、C、D都在同一球面上，则此球

的体积为 .
分析：正四棱锥 S - ABCD的轴截面过球心，利用

这一性质，可建立关于球半径的方程，得出半径R=1.
三、教学启示

球的内切和外接问题是人教版高中数学必修 2空
间几何体的内容，后来在空间直角坐标系中也涉及，图 16

数学教学数学教学教学研究教学研究
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直到每一年几乎都有一道与简单多面体或旋转体有

关的外接球和内切球问题，成为立体几何考查的热

点、重点和难点 .而确定外接球和内切球的球心和半

径是解决此类问题的关键，所以研究其球心和半径的

求解策略，及在教学中如何突破这一重点和难点就显

得很有意义 .
1.在必修课程涉及的空间几何体时就应重视外

接球和内切球的教学

立体几何的学习，是从感性认识到理性认识的过

程，其中的长方体的外接球是认识多面体外接球的开

始，后来逐步认识正方体、正三棱锥、正四面体、正棱

柱等特殊多面体的外接球和内切球，直到旋转体和不

规则图形的外接球和内切球（假设外接球和内切球存

在），这个过程是由浅入深、循序渐进的过程，是教学

中应遵循的原则 .在这个过程中，一方面要认识概念

和定义，另一方面要进行解题训练，提高学生的空间

想象能力，培养直观想象素养 .体会立体几何的“直观

感知，操作确认，思辨论证，度量计算”的过程 .
需要注意的是，教材中这部分内容的练习不多，

要加大这个练习力度，出好校本作业，让学生早点经

历和体验外接球和内切球的内容 .
2.在高三复习时要专题讲授和训练

这一阶段主要是对前期学习的一个总结和升华，

揭示简单多面体和旋转体的的外接球和内切球球心

位置和半径的特征，提高解决综合问题的能力 .教学

中，应通过一题多解，多题一解等方法提高学生运用

知识的能力 .
空间想象能力，是数学的关键能力之一，实现的

载体是立体几何内容，而球的问题充满了想象、推理、

论证和计算，可以通过历年高考题中涉及到简单多面

体和旋转体的的外接球和内切球的问题进行专题讲

授，获得相应的体验 .
例 8（2020届福州市高中毕业班第三次质量检

查，文科 12题）若圆锥的内切球（球面与圆锥的侧面以

及底面都相切）的半径为 1，当该圆锥体积取最小值

时，该圆锥体积与其内切球体积比为

A.8:3 B.6:1 C.3:1 D.2:1
解法一：如图 17，设圆锥底面半径为R，高为 h.
由△apf∽△ace可得

OF
EC

= AO
AC

，即
1
R
= h - 1

R2 + h2 ，

则R2 = h
h - 2 (h > 2)，

所以V = 13 πR2h =
1
3 π·

h2

h - 2 =
1
3 π·

é
ë
ê

ù
û
ú(h - 2) + 4

h - 2 + 4 ，

因为 h - 2 > 0，所以 h - 2 + 4
h - 2 ⩾4，当且仅当

h - 2 = 4
h - 2，即 h = 4时取等号，

此时圆锥体积最小，最小值为
8
3 π.因为该球的体

积为
4
3 π，
所以该圆锥体积与其内切

球体积比为 2:1，故选D.
解法二 :如图 17，V = 13 π·

h2

h - 2
令 f (h) = h2

h - 2 (h > 2)，

则 f '(h) = 2h (h - 2) - h2(h - 2)2 = h (h - 4)(h - 2)2 ,当 2 < h < 4
时，f '(h) < 0；当 h > 4时，f '(h) > 0；

所以 f (h)在 (2,4)上单调递减 ,在 (4, + ∞）上单调

递增,所以 f (h) min = f (4) = 8，
即 h = 4时 ,该圆锥体积最小 ,最小值为

8
3 π.又其

内切球体积为
4π
3 .

所以该圆锥体积与其内切球体积比为 2:1，故选

D.
解法三：设 ∠oce = θ,θ ∈ ( )0, π4 ，则 tan θ = OE

EC
，所

以EC = 1
tan θ，

又 tan∠ECA = tan 2θ = AE
EC

，所以

AE = EC· tan 2θ = 1
1 - tan2θ，

所以 V = 13 π·EC2·AE =
1
3 π·

2
tan2θ (1 - tan2θ )，令

tan2θ = t (0 < t < 1)，
因为 t (1 - t ) = -t2 + t = -( )t - 12

2
+ 14，当且仅当

t = 12时取得最大值
1
4，从而圆锥体积最小，最小值为

图 17
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8
3 π.因为该球的体积为

4
3 π，所以该圆锥体积与其内

切球体积比为 2:1，故选D.
点评：本文的例题主要是多面体外接球和内切球

问题，其实旋转体的外接球和内切球问题也是重要的

内容 .
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三、结语

笔者心目中的好学校，不仅是中高考、竞赛的好

成绩，还要产生一大批人师、名师，培养一大批优秀的

未来人才，产生可持续发展的优秀文化，师生在学校

优秀文化的沃土上自由地成长；与此同时，资源配备

要考虑持续性，才能保证粮仓有粮，办学不慌，才能行

稳致远。在这好学校的校园，应是环境优美、鸟语花

香，实现“校在森林中，人在花园中”；教室里书声琅

琅，运动场上龙腾虎跃。好学校先进的文化，将引领

一个区域，成就区域先进文化的缔造者之一，成为“大

学之基，中学之旗”；将引领未来发展，从好学校走出

去的学生，要有家国情怀、志向远大，又脚踏实地、富

有创新精神，成为中国梦的筑梦者、追梦者、圆梦者，

成为国家栋梁。
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