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江苏省仪征中学 2022-2023 学年度第一学期高三数学综合训练（9）
一、选择题.本题共 8小题，每小题 5 分，共 40 分.在每小题给出的四个选项中，只有一项是

符合题目要求的.

1. 若集合  2 0A x x x   ，
1
1

B x y
x

 
  

 
，则 A B  （ ）

A.  B.  0 C.  1 D.  0,1

2. 若复数 z的满足  1 2 i 3 4 iz     ( i是虚数单位)，则复数 z的实部是（ ）

A. 1 B. 2 C. i D. 2i
3. 已知数列{ }na 是无穷数列,则“ 2 1 32a a a  ”是“数列{ }na 为等差数列”的（ ）

A. 充分不必要条件 B. 必要不充分条件

C. 充要条件 D. 既不充分也不必要条件

4. 如图，神舟十二号的飞行轨道是以地球球心为左焦点的椭圆（图中虚线），我们把飞行轨道上的

点与地球表面上的点的最近距离叫近地距离，最远距离叫远地距离.

设地球半径为 r，若神舟十二号飞行轨道的近地距离是
30
r

，远地

距离是
15
r

，则神舟十二号的飞行轨道的离心率为（ ）

A.
10
63

B.
2
63

C.
1
60

D.
1
63

5. 已知  2 12
n

x n N
x

   
 

的展开式中各项的二项式系数之和为 64，则其展开式中 3x 的系数为

（ ）

A. 160 B. 160 C. 60 D. 60
6. 第十三届冬残奥会于 2022年 3月 4日至 3月 13日在北京举行.现从 4名男生，2名女生中选 3
人分别担任冬季两项、单板滑雪、轮椅冰壶志愿者，且至多有 1名女生被选中，则不同的选择方案

共有（ ）.
A. 72种 B. 84种 C. 96种 D. 124种

7. 已知函数 ( ) sin( )( 0,0 )f x A x         为偶函数，在 0,
3
 
 
单调递减，且在该区间

上没有零点，则的取值范围为（ ）

A.
3 ,2
2
 
  

B.
31,
2

 
  

C.
3 5,
2 2
 
  

D.
30,
2

 
  

8. 已知
1
2

a  且
1
22 e

a
a


 ，

1
3

b  且
1
33 e

b
b


 ，

1
4

c  且
1
44 e

c
c


 ，则（ ）

A.
ln ln lna b c
bc ac ab

  B.
ln ln lna c b
bc ab ac

 

C.
ln ln lnc b a
ab ac bc

  D.
ln ln lnb a c
ac bc ab
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二、选择题：本题共 4 小题，每小题 5分，共 20分.在每小题给出的选项中，有多项符合题目

要求.全部选对的得 5分，部分选对的得 2分，有选错的得 0分.
9. 下列说法正确的是（ ）

A. 将一组数据中的每一个数据都加上同一个常数后，方差不变

B. 设具有线性相关关系的两个变量 x，y的相关系数为 r，则 r 越接近于 0，x和 y之间的线性相关

程度越强

C. 在一个 2 2 列联表中，由计算得 2K 的值，则 2K 的值越小，判断两个变量有关的把握越大

D. 若  2~ 1,X N  ，  2 0.2P X   ，则  0 1 0.3P X  

10. 已知函数   sin2 xf x  ，结论正确的有（ ）

A.  f x 是周期函数 B.  f x 的图象关于原点对称

C.  f x 的值域为
1 1,
2 2

   
D.  f x 在区间 ,

2 2
    

上单调递增

11. P是直线 2y  上的一个动点，过点 P作圆 2 2 1x y  的两条切线，A，B为切点，则（ ）

A. 弦长 | |AB 的最小值为 3 B. 存在点 P，使得 90APB  
C. 直线 AB经过一个定点 D. 线段 AB的中点在一个定圆上

12. 在平面四边形 ABCD中， ABD△ 的面积是 BCD△ 面积的 2倍，又数列 na 满足 1 2a  ，当

2n  时，恒有    1
1 2 2n n

n nBD a BA a BC
   

  
，设 na 的前 n项和为 nS ，则（ ）

A.  na 为等比数列 B.
2
n
n

a 
 
 

为递减数列

C.  na 为等差数列 D.   15 2 2 10n
nS n   

三、填空题：本题共 4小题，每小题 5分，共 20分.
13. . 若“ x [-1,3], -2x+a<0”为假命题,则实数 a的最小值为______________．

14. 已知0    ，向量
2sin ,2cos
2

a    
 


，  1,sin

b ，且 a b∥

 
，则θ＝______________．

15. 已知 0a  ， 0b  ，直线 y x a  与曲线 1e 2 1xy b   相切，则
2 1
a b
 的最小值为

___________.
16. 《缀术》是中国南北朝时期的一部算经，汇集了祖冲之和祖暅父子的数学研究成果.《缀术》中

提出的“缘幂势既同，则积不容异”被称为祖暅原理，其意思是：如果两等高的几何体在同高处被

截得的两截面面积均相等，那么这两个几何体的体积相等，该原理常应用于计算某些几何体的体积.
如图，某个西晋越窑卧足杯的上下底为互相平行的圆面，侧面为球面的一部分，上底直径为 4 6 cm，

下底直径为6cm，上下底面间的距离为 3cm，则该卧足杯侧面所在的球面的半径是________ cm；

卧足杯的容积是________ 3cm （杯的厚度忽略不计）.
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四、解答题：本题共 6小题，共 70分.解答应写出文字说明、证明过程或演算步骤.
17.（10分）

如图，在四边形 ABCD中，
1,sin cos

3 6 4
BD AD A A           

   
.

（1）求 A ；

（2）若 3, 3, 1, 2AB AD CD C CBD     ，求四边形 ABCD的面积.

18.（12分）

已知正项等差数列 na 满足：  3 3n na a n  N ，且 1 3 82 , 1,a a a 成等比数列．

（1）求 na 的通项公式；

（2）设   
1

1

2
1 2 1 2

n

n n

a

n a a
c






 
， nR 是数列 nc 的前 n项和，若对任意 n N 均有 nR  恒成立，

求 的最小值．

19.（12分）

冰壶是 2022年 2月 4日至 2月 20日在中国举行的第 24届冬季奥运会的比赛项目之一．冰壶比赛

的场地如图所示，其中左端（投掷线 MN的左侧）有一个发球区，运动员在发球区边沿的投掷线

MN将冰壶掷出，使冰壶沿冰道滑行，冰道的右端有一圆形的营垒，以场上冰壶最终静止时距离营

垒区圆心 O的远近决定胜负，甲、乙两人进行投掷冰壶比赛，规定冰壶的重心落在圆 O中，得 3
分，冰壶的重心落在圆环 A中，得 2分，冰壶的重心落在圆环 B中，得 1分，其余情况均得 0分．已

知甲、乙投掷冰壶的结果互不影响，甲、乙得 3分的概率分别为
1
3
，
1
4
；甲、乙得 2分的概率分别

为
2
5
，

1
2 ；甲、乙得 1分的概率分别为

1
5
，
1
6
．

（1）求甲、乙两人所得分数相同的概率；

（2）设甲、乙两人所得的分数之和为 X，求 X的分布列和期望．
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20.（12分）

如图，在四棱锥 V－ABCD中，底面 ABCD为矩形， 2 4AB BC  ，E为 CD的中点，且△VBC
为等边三角形．

（1）若 VB⊥AE，求证：AE⊥VE；
（2）若二面角 A－BC－V的大小为30，求直线 AV与平面 VCD所成角的正弦值．

21.（12分）

已知椭圆  
2 2

2 2: 1 0x yC a b
a b

    的离心率为
3
2

，过C的右顶点A的直线 l与C的另一交点为

P .当 P为C的上顶点时，原点到 l的距离为
2 5
5

.

（1）求C的标准方程；

（2）过A与 l垂直的直线交抛物线 2 8y x 于 ,M N两点，求 PMN 面积的最小值.

22.（12分）已知函数   21e 2
2

xf x ax ax   ，其中 Ra .

（1）若函数  f x 在 0,  上单调递增，求 a的取值范围；

（2）若函数  f x 存在两个极值点  1 2 1 2,x x x x ，当 1 2
5 3e 2ln3 4
e 1

x x      
， 时，求

2

1

2
2

x
x



的

取值范围.
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江苏省仪征中学 2022-2023 学年度第一学期高三数学综合训练（9）答案
一、选择题.本题共 8小题，每小题 5 分，共 40 分.在每小题给出的四个选项中，只有一项是

符合题目要求的.

1. 若集合  2 0A x x x   ，
1
1

B x y
x

 
  

 
，则 A B  （ ）

A.  B.  0 C.  1 D.  0,1

【答案】B

【解析】

【分析】先化简集合 A，B，再利用交集运算求解.

【详解】因为    2 0 0,1A x x x    ，
1
1

B x y
x

 
  

 
= | 1x x  ，

所以 A B   0 ，

故选：B

2. 若复数 z的满足  1 2 i 3 4 iz     ( i是虚数单位)，则复数 z的实部是（ ）

A. 1 B. 2 C. i D. 2i

【答案】A

【解析】

【分析】由  1 2 i 3 4 iz     先求出复数 z，从而可求出复数 z的实部

【详解】由  1 2 i 3 4 iz     ，得
   
   

23 4i 1 2i 3 6i 4i 8i 1 2i
1 2i 1 2i 5

z
      

   
 

，

所以复数 z的实部是 1，

故选：A

3. 已知数列{ }na 是无穷数列,则“ 2 1 32a a a  ”是“数列{ }na 为等差数列”的（ ）

A. 充分不必要条件 B. 必要不充分条件

C. 充要条件 D. 既不充分也不必要条件

【答案】B
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【解析】

【分析】

后面可以推出前面，而前面需满足对任何的 n N ，都有 1 22 n n na a a   成立才可以推出后面，

由充分条件和必要条件的定义可得本题答案.

【详解】若“数列{ }na 为等差数列”成立，必有“ 2 1 32a a a  ”，而仅有“ 2 1 32a a a  ”成立，不能

断定“数列{ }na 为等差数列”成立，必须满足对任何的n N ，都有 1 22 n n na a a   成立才可以，

故“ 2 1 32a a a  ”是“数列{ }na 为等差数列”的必要不充分条件.

故选：B

【点睛】本题主要考查充分条件和必要条件的判断，主要涉及到等差数列的定义，属于基础题.

4. 如图，神舟十二号的飞行轨道是以地球球心为左焦点的椭圆（图中虚线），我们把飞行轨道上的

点与地球表面上的点的最近距离叫近地距离，最远距离叫远地距离.设地球半径为 r，若神舟十二号

飞行轨道的近地距离是
30
r

，远地距离是
15
r

，则神舟十二号的飞行轨道的离心率为（ ）

A.
10
63

B.
2
63

C.
1
60

D.
1
63

【答案】D

【解析】

【分析】以运行轨道长轴所在直线为 x轴，地心 F 为左焦点建立平面直角坐标系，设椭圆方程为

2 2

2 2 1x y
a b

  0a b（ ＞ ＞ ），根据题意列出方程组，解方程组即可．
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【详解】

以运行轨道长轴所在直线为 x轴，地心 F 为左焦点建立平面直角坐标系，

设椭圆方程为
2 2

2 2 1x y
a b

  0a b（ ＞ ＞ ），

其中 2 2 2a b c  ，

根据题意有
1 31 ,
30 30

a c R R R   

1 16
15 15

a c R R R    ，

所以
632
30

a R ，
12
30

c R ，

所以椭圆的离心率
2 1
2 63

c ce
a a

   ．

故选：D．

5. 已知  2 12
n

x n N
x

   
 

的展开式中各项的二项式系数之和为 64，则其展开式中 3x 的系数为

（ ）

A. 160 B. 160 C. 60 D. 60

【答案】B

【解析】

【分析】由二项式系数的性质求出 n，写出二项展开式的通项公式，令 x的指数为 3，即可得出答

案.

【详解】由展开式中各项的二项式系数之和为 64，得 2 64n  ，得 6n  ．

∵

6
2 12x

x
  
 

的展开式的通项公式为  62 6 12 3
1 6 6

r 1C 2 ( 1) C 2 ( 1)
r

r r r r r r
rT x x

x
  


     
 

，
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令12 3 3r  ，则 3r  ，所以其展开式中 3x 的系数为  33 3
6 2 1 160C    ．

故选：B.

6. 第十三届冬残奥会于 2022年 3月 4日至 3月 13日在北京举行.现从 4名男生，2名女生中选 3

人分别担任冬季两项、单板滑雪、轮椅冰壶志愿者，且至多有 1名女生被选中，则不同的选择方案

共有（ ）.

A. 72种 B. 84种 C. 96种 D. 124种

【答案】C

【解析】

【分析】先分有一名女生和没有女生两种情况选出自愿者，然后再排列.

【详解】第一步，选出的自愿者中没有女生共 3

4
4C  种，只有一名女生共

2 1
4 2 12C C  种；

第二步，将三名志愿者分配到三项比赛中共有
3
3 6A  .

所以，不同的选择方案共有 (12 4) 6 96   种.

故选：C

7. 已知函数 ( ) sin( )( 0,0 )f x A x         为偶函数，在 0,
3
 
 
单调递减，且在该区间

上没有零点，则的取值范围为（ ）

A.
3 ,2
2
 
  

B.
31,
2

 
  

C.
3 5,
2 2
 
  

D.
30,
2

 
  

【答案】D

【解析】

【分析】根据题意先求出并将函数化简，进而根据函数在 0,
3
 
 
单调递减，且在该区间上没有零

点，列出关于的不等式，最后解得答案.

【详解】因为函数为偶函数，且在 0,
3
 
 
单调递减，所以  = Z

2
k k   ，而0    ，则
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=
2
 ，于是 ( ) cos ( 0)f x A x   ，函数在 0,

3
 
 
单调递减，且在该区间上没有零点，所以

30 (0, ]
3 2 2
      .

故选：D.

8. 已知
1
2

a  且
1
22 e

a
a


 ，

1
3

b  且
1
33 e

b
b


 ，

1
4

c  且
1
44 e

c
c


 ，则（ ）

A.
ln ln lna b c
bc ac ab

  B.
ln ln lna c b
bc ab ac

 

C.
ln ln lnc b a
ab ac bc

  D.
ln ln lnb a c
ac bc ab

 

【答案】A

【解析】

【分析】对已知的等式进行变形，转化成结构一致，从而构造函数，确定构造的函数的性质，得到

a、b、c的大小，再根据选项构造函数，借助函数的单调性比较大小即可.

【详解】由已知条件，对于
1
22 e

a
a


 ，两边同取对数，

则有
1ln 2 ln
2

a a   ，即
1 1 1ln ln 2 ln
2 2 2

a a     ，

同理：
1 1ln ln
3 3

b b   ；
1 1ln ln
4 4

c c  

构造函数   lnf x x x  ，

则   1
2

f a f    
 

，   1
3

f b f    
 

，   1
4

f c f    
 

对其求导得：    1 0xf x x
x
  

当 0 1x  时，   0f x  ，  f x 单调递减；

当 1x  时，   0f x  ，  f x 单调递增；

又
1
2

a  ，
1
3

b  ，
1
4

c 

1 a b c   

再构造函数   lng x x x ，对其求导得：
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   ln 1 0g x x x   

当
10 x
e

  时，   0g x  ，  g x 单调递减；

当
1x
e

 时，   0g x  ，  g x 单调递增；

     g a g b g c  

即： ln ln lna a b b c c 

又 0abc 

ln ln lna b c
bc ac ab

 

故选：A.

二、选择题：本题共 4 小题，每小题 5分，共 20分.在每小题给出的选项中，有多项符合题目

要求.全部选对的得 5分，部分选对的得 2分，有选错的得 0分.

9. 下列说法正确的是（ ）

A. 将一组数据中的每一个数据都加上同一个常数后，方差不变

B. 设具有线性相关关系的两个变量 x，y的相关系数为 r，则 r 越接近于 0，x和 y之间的线性相关

程度越强

C. 在一个 2 2 列联表中，由计算得 2K 的值，则 2K 的值越小，判断两个变量有关的把握越大

D. 若  2~ 1,X N  ，  2 0.2P X   ，则  0 1 0.3P X  

【答案】AD

【解析】

【分析】对于 A，由方差的定义判断，对于 B，由相关系数的性质判断，对于 C，由 2K 的性质判

断，对于 D，由正态曲线的对称性求解

【详解】对于 A，设 1 2, , , nx x x   的平均数为 x，方差为 2s ，则

2
1 ( )nx x x x
n

    ， 2 2 2 2
1 2

1 [( ) ( ) ( ) ]ns x x x x x x
n

          ，

给 1 2, , , nx x x   中每一个数同时加上 a，则得到一组新的数为 1 2, , , nx a x a x a    ，则其平均数

为 x x a   ，所以新的数据的方差为
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2 2 2 2 2
1 2

1 [( ) ( ) ( ) ]ns x a x a x a x a x a x a s
n

                ，即方差不变，所以 A正

确，

对于 B，由相关系数的性质可知，设具有线性相关关系的两个变量 x，y的相关系数为 r，则 r 越接

近于 0，x和 y之间的线性相关程度越弱，所以 B错误，

对于 C，在一个 2 2 列联表中，由计算得 2K 的值，则 2K 的值越大，判断两个变量有关的把握越大，

所以 C错误，

对于 D，因为  2~ 1,X N  ，  2 0.2P X   ，所以  0 0.2P X   ，

所以   10 1 (1 2 0.2) 0.3
2

P X       ，所以 D正确，

故选：AD

10. 已知函数   sin2 xf x  ，结论正确的有（ ）

A.  f x 是周期函数

B.  f x 的图象关于原点对称

C.  f x 的值域为
1 1,
2 2

   

D.  f x 在区间 ,
2 2
    

上单调递增

【答案】AD

【解析】

【分析】对于 A，利用周期的定义分析判断，对于 B，判断函数的奇偶性，对于 C，利用复合函数

求值域的方法求解，对于 D，利用复合函数求单调性的方法求解

【详解】对于 A，因为 sin( 2 ) sin( 2 ) 2 2 ( )( )x k xf x k f x k Z      ，

所以  f x 是周期函数，所以 A正确，

对于 B，因为
sin( ) sin

sin

1( ) 2 2 ( )
2

x x
xf x f x       ，

所以 ( )f x 不是奇函数，所以 ( )f x 的图象不关于原点对称，所以 B错误，
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对于 C，因为 1 sin 1x   ，所以 1 sin 12 2 2x   ，即
1 ( ) 2
2

f x  ，所以函数的值域为
1 ,2
2
 
  

，

所以 C错误，

对于 D，令 sint x ，则 2ty  ，因为 sint x 在 ,
2 2
    

上单调递， 2ty  在 R上递增，所以  f x

在区间 ,
2 2
    

上单调递增，所以 D正确，

故选：AD

11. P是直线 2y  上的一个动点，过点 P作圆 2 2 1x y  的两条切线，A，B为切点，则（ ）

A. 弦长 | |AB 的最小值为 3 B. 存在点 P，使得 90APB  

C. 直线 AB经过一个定点 D. 线段 AB的中点在一个定圆上

【答案】ACD

【解析】

【分析】设 AB OP C ，则C为 AB的中点，且OP AB ，再根据勾股定理、等面积法及锐角

三角函数得到 2

12 1AB
OP

  、
1sin

2
APB

OP


 ，根据 OP 的范围，即可判断A、B，设  , 2P t ，

求出以OP为直径的圆的方程，两圆方程作差，即可得到切点弦方程，从而判断 C，再根据圆的定

义判断 D；【详解】解：依题意
2 2 2OP AP AO  ，即

2 2 1OP AP  ，设 AB OP C ，

则C为 AB的中点，且OP AB ，

所以
AP AO AP

AC
OP OP


  ，所以 2

12 2 1AB AC
OP

   ，
1sin

2
OAAPB
OP OP


  ，

又  2,OP   ，

所以
1sin 0,

2 2
APB    

， 3,2AB   ，所以 min
3AB  ，  max 60APB  ，故 A正确，

B不正确；
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设  , 2P t ，则 2 4OP t  ，所以以OP为直径的圆的方程为  
2

2 211 1
2 4
tx y t      

 
，

则    
2

2 22 211 1 1
2 4

x x yt y t     


   


，即 2 1tx y  ，所以直线 AB的方程为 2 1tx y  ，

所以直线 AB过定点
10,
2

M  
 
 

，故 C正确；

又OC MC ，
1
2

OM  ，所以 AB的中点C在以OM 为直径的圆上，故 D正确；

故选：ACD

12. 在平面四边形 ABCD中， ABD△ 的面积是 BCD△ 面积的 2倍，又数列 na 满足 1 2a  ，当

2n  时，恒有    1
1 2 2n n

n nBD a BA a BC
   

  
，设 na 的前 n项和为 nS ，则（ ）

A.  na 为等比数列 B.
2
n
n

a 
 
 

为递减数列

C.  na 为等差数列 D.   15 2 2 10n
nS n   

【答案】BD

【解析】

【分析】连 AC交 BD于E，根据面积关系推出 2AE EC ，根据平面向量知识推出

BE 
 1 2

3 3
BA BC
 

，结合    1
1 2 2n n

n nBD a BA a BC
   

  
，推出

1
12 2( 2 )n n

n na a 
   ，



14

1
1 2

2 2
n n
n n

a a 
   ，求出 2 3

2
n
n

a n   ， ( 2 3) 2nna n    ，根据等比数列的定义可判断 A；根据等

差数列的定义可判断 C，根据数列的单调性可判断 B；利用错位相减法求出 nS ，可判断 D.

【详解】如图，连 AC交 BD于 E，

则

1 sin
2
1 sin
2

ABD
BD AE AEBS

S BD EC CED

 


 

△

△BCD

Ð

Ð
 2AE
EC

 ，即 2AE EC ，

所以 2AE EC
 

，所以  2BE BA BC BE  
   

，

所以 BE 
 1 2

3 3
BA BC
 

，

设 BD tBE
 

( 1)t  ，

因为当 2n  时，恒有    1
1 2 2n n

n nBD a BA a BC
   

  
，

所以    1
1

1 12 2n n
n nBE a BA a BC

t t


   
  

，

 

 

1
1

1 12
3

1 22
3

n
n

n
n

a
t

a
t




  

  


，所以当 2n  时，恒有
1

12 2( 2 )n n
n na a 

   ，

所以
1
1 2

2 2
n n

n
n

a a 
  ，即 1

1 2
2 2
n n
n n

a a 
   ，又 1 2a  ，所以 1 1

2
a
 ，

所以 1 2( 1) 2 3
2
n
n

a n n      ，所以 ( 2 3) 2nna n    ，
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因为

1
1 ( 2 1) 2 4 2

( 2 3) 2 2 3

n
n

n
n

a n n
a n n


     
 

    
不是常数，所以 na 不为等比数列，故 A不正确；

因为 1
1 ( 2 1) ( 2 3) 2 0

2 2
n n
n n

a a n n
           ，即 1

12 2
n n
n n

a a
  ，所以

2
n
n

a 
 
 

为递减数列，故 B正

确；

因为 1n na a   1( 2 1) 2 ( 2 3) 2n nn n        ( 2 1) 2nn   不是常数，所以 na 不为等差数列，

故 C不正确；

因为
1 2 31 2 ( 1) 2 ( 3) 2 ( 2 3) 2nnS n             ，

所以
2 3 4 12 1 2 ( 1) 2 ( 3) 2 ( 2 3) 2nnS n              ，

所以
1 2 3 4 11 2 2(2 2 2 2 ) ( 2 3) 2n n

nS n             ，

所以
1

14(1 2 )2 2 ( 2 3) 2
1 2

n
n

nS n



       


110 (5 2 ) 2nn     ，

所以
1(5 2 ) 2 10n

nS n     ，故 D正确.

故选：BD

三、填空题：本题共 4小题，每小题 5分，共 20分.

13. 若“ x [-1,3], -2x+a<0”为假命题,则实数 a的最小值为______________．

【答案】1

【解析】

【解答】解：∵“ x [-1,3], -2x+a<0”为假命题,∴ x [-1,3], -2x+a 0 为真命题；得

a - +2x ,而函数 y=- +2x ,由 x [-1,3]，得

,∴a 1，即实数 a 的最小值是 1.

14. 已知0    ，向量
2sin ,2cos
2

a    
 


，  1,sin

b ，且 a b∥

 
，则θ＝______________．

【答案】
2


【解析】
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【分析】由向量共线的坐标运算可得答案.

【详解】因为 ∥


a b，所以
2 2sin 2cos

2
  ，

所以
2 2 24sin cos 2cos
2 2 2
  

 ，

因为0    ， cos 0
2

 ，

所以 2 1 2sin ,sin
2 2 2 2
 
  ，

因为0    ，所以
2 4
 
 ，

2
  ．

故答案为：
2

.

15. 已知 0a  ， 0b  ，直线 y x a  与曲线 1e 2 1xy b   相切，则
2 1
a b
 的最小值为

___________.

【答案】8

【解析】

【分析】设直线 y x a  与曲线 1 2 1xy e b   相切于点  0 0,x y ，根据导数的几何意义先求出 0x ，

进而得到关系 2 1a b  ，再由均值不等式可得出答案.

【详解】设直线 y x a  与曲线 1 2 1xy e b   相切于点  0 0,x y

由函数 1 2 1xy e b   的导函数为 1xy e   ，则 0

0

1| e 1x
x xk y 
  

解得 0 1x 

所以 0 1 2 2y a b    ，即 2 1a b 

则  2 1 2 1 4 42 4 4 2 8b a b aa b
a b a b a b a b

            
 

当且仅当
4b a
a b
 ，即

1 1,
2 4

a b  时取得等号.
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故答案为：8

16. 《缀术》是中国南北朝时期的一部算经，汇集了祖冲之和祖暅父子的数学研究成果.《缀术》中

提出的“缘幂势既同，则积不容异”被称为祖暅原理，其意思是：如果两等高的几何体在同高处被

截得的两截面面积均相等，那么这两个几何体的体积相等，该原理常应用于计算某些几何体的体积.

如图，某个西晋越窑卧足杯的上下底为互相平行的圆面，侧面为球面的一部分，上底直径为 4 6 cm，

下底直径为6cm，上下底面间的距离为 3cm，则该卧足杯侧面所在的球面的半径是________ cm；

卧足杯的容积是________ 3cm （杯的厚度忽略不计）.

【答案】 ①. 5 ②. 54

【解析】

【分析】设球体的半径为 R， 1OO x ，得到    
2 22 22 6 3 3x x    ，解出 x，求出球体半径；

由祖暅原理知，碗的体积等于下图右边中间高为3的圆柱体积减去一个圆台，分别求出圆柱和圆台

的容积，作差即可求解.

【详解】如下图：设球体的半径为 R， 1OO x ，由 2 2 2OM ON R  得，

   
2 22 22 6 3 3x x    ，解得 =1x ，所以    2 2

1 1 5R OO OM   ；

由祖暅原理知，碗的体积等于下图右边中间高为3的圆柱体积减去一个圆台，

设圆台上表面半径为 1r，则 1 1 1 1r O P OO   ，下表面半径为 2r ，所以 2 2 2 4r O O O Q   ，

 2 2
2 1 1 2

1 21
3

V h r r r r
圆台

     ，
2= 21 54V V V R h碗 圆柱 圆台

      .

故答案为：5；54 .
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四、解答题：本题共 6小题，共 70分.解答应写出文字说明、证明过程或演算步骤.

17.（10分）如图，在四边形 ABCD中，
1,sin cos

3 6 4
BD AD A A           

   
.

（1）求 A ；

（2）若 3, 3, 1, 2AB AD CD C CBD     ，求四边形 ABCD的面积.

【答案】（1）
6

A 
  ；

（2） 5 3
4

.

【解析】

【分析】（1）利用诱导公式和二倍角公式得到
2 1cos 2
3 2

A    
 

，再判断出

2 22 ,
3 3 3

A           
   

，即可求出
6

A 
  ；

（2）由余弦定理求出 3BD  .由正弦定理得到 sin 3sinC CBD   ，从而求出

3cos
2

CBD  ，得到
6

CBD 
  和

2
BDC 

  ，进而求出四边形 ABCD的面积.

【小问 1 详解】

因为 +
3 6 2

A A          
   

,所以 sin =cos
3 6

A A        
   

，
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所以
1sin cos

3 6 4
A A         

   
可化为

2 1sin
3 4

A   
 

，

由二倍角公式可得：
2 1cos 2
3 2

A    
 

因为 BD<AD,所以 0,
2

A  
 





 ,所以
2 22 ,
3 3 3

A           
   

，

所以
2 2
3 3

A 
   ,解得

6
A 

  .

【小问 2 详解】

在△ABD中, 3, 3AB AD  ,
6

A 
  ，由余弦定理得：

2 2 2 2 cosBD AB AD AB AD A     ,即 2 33 9 2 3 3 3
2

BD       

所以 3BD  .

在△BCD中,由正弦定理得
sin 3

sin
C BD

CBD CD


 


，所以 sin 3sinC CBD   .

又因为∠C=2∠CBD,所以
3cos
2

CBD  .

又因为  0,CBD   ,所以
6

CBD 
  ,从而 2

3
C CBD 

    ，所以
2

BDC 
  ,.

因此四边形 ABCD的面积
1 1 1 1 1 5 3· ·sin 3 3 3 1
2 2 2 2 2 4

S AB AD A BD CD            .

18.（12分）

已知正项等差数列 na 满足：  3 3n na a n  N ，且 1 3 82 , 1,a a a 成等比数列．

（1）求 na 的通项公式；

（2）设   
1

1

2
1 2 1 2

n

n n

a

n a a
c






 
， nR 是数列 nc 的前 n项和，若对任意 n N 均有 nR  恒成立，
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求 的最小值．

【答案】（1） na n

（2）最小值为
2
3

【解析】

【分析】（1）设等差数列的公差为d ，由 3 3n na a 及等差数列的通项公式得到 1a d ，则 na nd ，

再根据等比中项的性质得到方程，求出d ，即可得解；

（2）由（1）可得 1

1 12
1 2 1 2n n nc 

     
，利用裂项相消法求和得到 nR ，即可得到

2
3nR  ，从

而求出 的取值范围，即可得解；

【小问 1 详解】

解：设等差数列的公差为d ，由 3 3n na a 得  1 1(3 1) 3 ( 1)a n d a n d     ，则 1a d ，

所以 1 ( 1)na a n d nd    ．

因为 12a 、 3 1a  、 8a 成等比数列，所以  23 1 81 2a a a   ，即 2(3 1) 2 8d d d   ，

所以 27 6 1 0d d   ，解得 1d  或
1
7

d   ，因为 na 为正项数列，所以 0d  ，所以 1d  ，

所以 na n ．

【小问 2 详解】

解：由（1）可得      
1

1

1

11

2 2 1 12
1 2 1 21 2 1 21 2 1 2

n

n n

a n

n n na a n nc








          
，

所以 1 2 2 3 1 1

1 1 1 1 1 1 1 12 2
1 2 1 2 1 2 1 2 1 2 1 2 3 1 2n n n nR  

                                      
 ，

因为对任意 n N 均有
2
3nR  ，所以

2
3

  ，所以实数 的最小值为
2
3

19.（12分）

冰壶是 2022年 2月 4日至 2月 20日在中国举行的第 24届冬季奥运会的比赛项目之一．冰壶比赛

的场地如图所示，其中左端（投掷线 MN的左侧）有一个发球区，运动员在发球区边沿的投掷线
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MN将冰壶掷出，使冰壶沿冰道滑行，冰道的右端有一圆形的营垒，以场上冰壶最终静止时距离营

垒区圆心 O的远近决定胜负，甲、乙两人进行投掷冰壶比赛，规定冰壶的重心落在圆 O中，得 3

分，冰壶的重心落在圆环 A中，得 2分，冰壶的重心落在圆环 B中，得 1分，其余情况均得 0分．已

知甲、乙投掷冰壶的结果互不影响，甲、乙得 3分的概率分别为
1
3
，
1
4
；甲、乙得 2分的概率分别

为
2
5
，

1
2 ；甲、乙得 1分的概率分别为

1
5
，
1
6
．

（1）求甲、乙两人所得分数相同的概率；

（2）设甲、乙两人所得的分数之和为 X，求 X的分布列和期望．

【答案】（1）
29
90

（2）分布列见解析；期望为
47
12

【解析】

【分析】（1）求出甲乙二人都得 0分的概率，然后由两人同时得 0分、1分、2分、3分计算概率

并相加即可；

（2）由题意 X可能取值为 0，1，2，3，4，5，6，分别计算出概率得分布列，由期望公式计算期

望．

【小问 1 详解】

由题意知甲得 0分的概率为

1 2 1 11
3 5 5 15

   
，

乙得 0分的概率为
1 1 1 11
4 2 6 12

    ，
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所以甲、乙两人所得分数相同的概率为
1 1 2 1 1 1 1 1 29
3 4 5 2 5 6 15 12 90
        ．

【小问 2 详解】

X可能取值为 0，1，2，3，4，5，6，

则   1 1 10
15 12 180

P X     ，

  1 1 1 1 11
15 6 5 12 36

P X       ，

  1 1 1 1 2 1 12
15 2 5 6 5 12 10

P X         ，

  1 1 1 1 2 1 1 1 193
15 4 5 2 5 6 3 12 90

P X           ，

  1 1 2 1 1 1 114
5 4 5 2 3 6 36

P X         ，

  2 1 1 1 45
5 4 3 2 15

P X       ，

  1 1 16
3 4 12

P X     ，

所以，随机变量 X的分布列为：

X 0 1 2 3 4 5 6

P
1
180

1
36

1
10

19
90

11
36

4
15

1
12

所以   1 1 1 19 11 4 1 470 1 2 3 4 5 6
180 36 10 90 36 15 12 12

E X                ．

20.（12分）

如图，在四棱锥 V－ABCD中，底面 ABCD为矩形， 2 4AB BC  ，E为 CD的中点，且△VBC

为等边三角形．
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（1）若 VB⊥AE，求证：AE⊥VE；

（2）若二面角 A－BC－V的大小为30，求直线 AV与平面 VCD所成角的正弦值．

【答案】（1）证明见解析

（2） 42
14

【解析】

【分析】（1）先证明线面垂直，再证明线线垂直即可；

（2）建立空间直角坐标系，以向量的方法去求直线 AV与平面 VCD所成角的正弦值．

【小问 1 详解】

因为 E为 CD的中点，所以 2AD DE  ，所以△ADE为等腰直角三角形，

所以 45AED  ．同理， 45BEC  o．所以 AE⊥BE．

又因为 VB⊥AE，且VB BE B  ，VB 面 VBE， BE 面 VBE，

所以 AE⊥面 VBE．

因为VE 面 VBE，所以 AE⊥VE．

【小问 2 详解】

取 BC中点 O，AD中点 G、连接 OG，VO，则 OG⊥BC．

又△VBC为等边三角形，所以 VO⊥BC，

所以∠GOV为二面角 A－BC－V的平面角．所以 30GOV  

以OB


，GO


方向分别作为 x，y轴正方向，建立空间直角坐标系 O－xyz．
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于是 A（1，－4，0），C（－1，0，0），D（－1，－4，0），
3 30, ,
2 2

V
 

  
 

，

 0,4,0DC 


，
3 31, ,
2 2

CV
 

   
 


，

5 31, ,
2 2

AV
 

   
 


．

令  , ,n x y z


为平面 VCD的一个法向量，

则
0
0

n DC
n CV
  


 


 ，即

4 0

3 3 0
2 2

y

x y z





  

，令 z＝2，得  3,0,2n  


．

设直线 AV与平面 VCD所成的角为 ，则

sin cos ,AV n 
  2 3 42

147 8

nAV

AV n
 














 ，

故直线 AV与平面 VCD所成角的正弦值为
42
14

．

21.（12分）

已知椭圆  
2 2

2 2: 1 0x yC a b
a b

    的离心率为
3
2

，过C的右顶点A的直线 l与C的另一交点为

P .当 P为C的上顶点时，原点到 l的距离为
2 5
5

.

（1）求C的标准方程；

（2）过A与 l垂直的直线交抛物线 2 8y x 于 ,M N两点，求 PMN 面积的最小值.
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【答案】（1）
2

2 1
4
x y 

（2）9

【解析】

【分析】（1）利用点到直线距离、离心率和椭圆 , ,a b c关系可构造方程组求得 ,a b，由此可得椭圆

方程；

（2）当直线 l斜率为 0时，易求得 16PMNS  ；当直线 l斜率不为 0时，分别将直线 l与椭圆、直线

MN与抛物线方程联立，求得 ,AP MN ，进而得到
 2 2

2

16 1 11
2 1 4PMN

k k
S AP MN

k

  
  


，

采用换元法，令 2 1t k  ，利用导数可求得最小值；综合两种情况可得所求面积的最小值.

【小问 1 详解】

由题意知：  ,0A a ，

若 P为C的上顶点，则  0,P b ， : 1x yl
a b

   ，即 0bx ay ab   ，

原点到 l的距离
2 2

2 5
5

abd
a b

 


，

又离心率
3
2

ce
a

  ， 2 2 2a b c  ， 2a  ， 1b  ，椭圆C的标准方程为：
2

2 1
4
x y  .

【小问 2 详解】

由题意知：直线 l斜率存在；

①当直线 l斜率为 0时， : 0l y  ，  2,0P  ；此时直线 : 2MN x  ，

则  2,4M ，  2, 4N  ，
1 1 8 4 16
2 2PMNS MN PA       ；

②当直线 l斜率存在且不为 0时，  : 2l y k x  ，
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由

 
2

2

2

1
4

y k x
x y

  



 

得：  2 2 2 21 4 16 16 4 0k x k x k     ，

又  2,0A ，
2

2

8 2
1 4P
kx

k


 


，则 2

6
1 4P

ky
k

 


，

2

2 2

8 2 4,
1 4 1 4
k kP
k k

 
    

；

又直线  1: 2MN y x
k

   ，

由
 

2

1 2

8

y x
k

y x

   

 

得：  2 28 4 4 0x k x    ，
28 4M Nx x k    ；

2 8y x 的焦点为  2,0A ，
24 8 8M NMN x x k      ，

又

2 22 2

2 2 2

8 2 4 4 12
1 4 1 4 1 4
k k kAP
k k k

              
，

 2 2

2

16 1 11
2 1 4PMN

k k
S AP MN

k

  
   


，

设 2 1 1k t   ，则 2 2 1k t  ，  
3

2

16 1
4 3PMN

tS t
t

  
 ，

令  
3

2

16
4 3

tf t
t




，则    
 

   
 

2 2 3 2

2 22 2

48 4 3 16 8 16 2 3 2 3

4 3 4 3

t t t t t t t
f t

t t

    
  

 
，

当
31,
2

t   
 

时，   0f t  ；当
3 ,
2

t    
 

时，   0f t  ；

 f t 在
31,
2

 
 
 

上单调递减，在
3 ,
2

  
 

上单调递增，  min
3 9
2

f t f     
 

，

即  min 9PMNS △ ；

综上所述： PMN 面积的最小值为9.

【点睛】思路点睛：求解直线与圆锥曲线综合应用中的三角形面积最值（取值范围）问题的基本思

路如下：
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①假设直线方程，与曲线方程联立，整理为关于 x或 y的一元二次方程的形式；

②利用 0  求得变量的取值范围，得到韦达定理的形式；

③结合弦长公式、点到直线距离公式等知识，利用变量表示出所求三角形的面积；

④将所求三角形面积转化为关于变量的函数的形式，利用函数的单调性或基本不等式求解出最值

（范围）.

22.（12分）

已知函数   21e 2
2

xf x ax ax   ，其中 Ra .

（1）若函数  f x 在 0,  上单调递增，求 a的取值范围；

（2）若函数  f x 存在两个极值点  1 2 1 2,x x x x ，当 1 2
5 3e 2ln3 4
e 1

x x      
， 时，求

2

1

2
2

x
x



的

取值范围.

【答案】（1）
1,
2

   

（2） e 3，

【解析】

【分析】（1）求出   e 2xf x ax a    ，由函数  f x 在 0,  上单调递增，转化为
e
2

x

a
x




在 0,  上恒成立.令    e , 0,
2

x

g x x
x

  


，利用导数判断出   e
2

x

g x
x




在 0,  上单

调递增，求出   1
2

g x  ，即可求出 a的取值范围；

(2)先判断出
1
e

a 时  f x 有两个极值点 1 2,x x ，且 1 22 1x x     .得到
2 12

1

2
2

ex xx
x





.令

2

1

2
2

xt
x





，则  1,t  ，得到 1 2
ln ln2 , 2
1 1
t t tx x

t t
   

 
， 1 2

( 1) ln 4
1

t tx x
t


  


.令
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  ( 1) ln 4,
1

m tt t
t





利用二次求导判断出  m t 在  1, 上递增.求出  e 3t ， ，得到
2

1

2
2

x
x



的

取值范围是  e 3， .

【小问 1 详解】

因为   21e 2
2

xf x ax ax   ，所以   e 2xf x ax a    ，

因为函数  f x 在 0,  上单调递增，

所以   e 2 0xf x ax a     在 0,  上恒成立，

所以
e
2

x

a
x




在 0,  上恒成立，

故令    e , 0,
2

x

g x x
x

  


，则    
 2

1 e
0

2

xx
g x

x


  


在 0,  上恒成立，

所以   e
2

x

g x
x




在 0,  上单调递增，故     10
2

g x g  ，

所以
1
2

a  ，即 a的取值范围是
1,
2

   
.

【小问 2 详解】

  e 2xf x ax a    .

对函数    e , ex xh x h x  ，设  h x 上一点为  0
0 , e

xx ，

过点  0
0 , e

xx 的切线方程为  0 0
0e ex xy x x   ，

将  2,0 代入上式得  0 0
0 0e e 2 1x x x x       ，

所以过  2,0 的  h x 的切线方程为  1 1 1 21 ,
e e e e

y x y x    

所以，要使 exy  与 2y ax a  有两个交点，则
1
e

a .

此时  f x 有两个极值点 1 2,x x ，且 1 22 1x x     .
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1 1

2 1

2 2

1 1 2

12 2

e 2 0 e 2 2, e
2e 2 0 e 2

x x
x x

x x

ax a ax a x
xax a ax a

      
  

     
，

令
2

1

2
2

xt
x





，则  1,t  ，所以 1 1 2 2etx x t t    ，

所以 1 1 2 2 lntx x t t    ，即 1 2
ln ln2 , 2
1 1
t t tx x

t t
   

 
，所以 1 2

( 1) ln 4
1

t tx x
t


  


，

令    
 2

12ln( 1) ln 4,
1 1

m
t tt t tm t

t t
t

    
 

，令

     2
2 2

11 2 12ln , 1 0
t

t t n t
t t t

n t
t


       ，

所以  n t 在  1, 上递增.

因为  1 0n  ，所以   0n t  在  1, 上恒成立.所以   0m t  在  1, 上恒成立.

所以  m t 在  1, 上递增.

又     5 3e
e

3 2ln3 4, e
1

m m 
 


 ，

所以当   5-3e 2ln3 4
e 1

m t     
， 时，  e 3t ， ，

所以
2

1

2
2

x
x



的取值范围是 e 3， .

【点睛】导数是研究函数的单调性、极值(最值)最有效的工具，而函数是高中数学中重要的知识点，

对导数的应用的考查主要从以下几个角度进行：

(1)考查导数的几何意义，往往与解析几何、微积分相联系．

(2)利用导数求函数的单调区间，判断单调性；已知单调性，求参数．

(3)利用导数求函数的最值(极值)，解决生活中的优化问题．


