
维过程，特别是学生易错的思维过程，而总是由教师

“直接告知”；让学生自学、阅读时，没有具体的任务

要求［２］；板书设计不合理，缺乏条理性、规范性、完整

性、示范性，导致学生错误“模仿” 等．从学生角度出

发，学生缺乏主动思考、探究的习惯；心理素质差，因
紧张看错题目或者誊写错误，甚至因紧张、焦虑出现

“记忆短路”；做题时心浮气躁，不能沉着冷静地分

析题目的条件及所求；不擅于利用图形辅助分析和

解题；思维不严谨，逻辑性差；没有认真对待解题的

各个环节（理解题目、拟定方案、执行方案、回顾）：
审题过快（题意不清，就提笔作答），方案拟定不佳

（没有从不同角度思考，导致所选解法过于繁琐），
不擅于回头验证（导致运算频频出错） 等等．

学情、教情不同，原因各异，为了更有效地规避

“懂而不会” 现象的发生，做为数学教师，应予以重

视，把数学学习中“懂而不会” 现象当作一个课题进

行研究．
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高中数学多选题的命制实践与研究
∗

济南市教育教学研究院　 　 ２５００１４　 　 安学保

山东师范大学附属中学　 　 ２５００１４　 　 王介花

　 　 【摘　 要】 　 继上海、浙江之后，２０１７ 年山东省成为了第二批高考综合改革试点省市． 为了迎接新高考，笔者研

究了高中数学多项选择题的命制方法，通过对多选题的命制实践以及学生答题数据分析，总结了多项选择题的命制

和答题策略．
【关键词】 　 多项选择题；命制；答题策略

１　 问题提出

高考恢复 ４０ 多年来，不断尝试着新题型的探索

实践． 数学多选型选择题（以下简称多选题） 因为具

有命题方式多样、考查容量大、能够涵盖多种数学核

心素养、能够更好地区分学生不同的素养水平等特

点，所以近年来受到命题者的追捧． 在新课程、新高

考、新课标和新教材的背景下，多选题以其优越性可

能会在数学评价中闪亮登场．
２　 多选题的命制

笔者研究了数学单选题和多选型填空题，同时

也研究了物理等其他学科多选题的命制方式，总结

了四条数学多选题的命制方法．
从立意上看，多选题是数学核心素养的集中展

示，可以是四基（基础知识、基本技能、基本思想、基
本活动经验） 的体现也可以是四能（发现问题、提出

问题、分析问题、解决问题） 的考查． 多选题可以直

接考查学生的基础知识、基本技能的掌握情况，也可

以考查基本思想和基本活动经验，测评学生分析问

题和解决问题的能力，还可以设计新运算、新概念等

新情境问题，测评学生发现问题和提出问题的能力．
多选题应该有合适的试题情境，有相应的题干

和背景，而不是把单选题简单地变为多选题，更不是

对现有的单选题直接进行否定而得到的．
多选题应该是同一情境下多个结论的判断，而

不是把一些知识点凑在一起、把几个不相关的真命

题和假命题放在一起类似于拼盘式的大杂烩．
多选题的每一个选项都经过精心设计，选项与

选项之间具有知识的内在联系或者方法的相通性．
３　 命制实践与分析

山东省 ２０１８ 级高中学生将会参加新课程标准

指导下的新高考，为增强学生对多选题的认识，积累

做题经验，同时了解和诊断济南市高中学生对数学

多选题的认知基础，笔者在全市高一年级上学期学

习质量评估考试试题中尝试进行了多选题的命制与

１３

中学数学杂志　 ２０１９ 年第 ９ 期　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 ＺＨＯＮＧＸＵＥＳＨＵＸＵＥＺＡＺＨＩ　

∗ 本文系山东省教育科学“十二五”规划课题“基于高中数学核心素养的教学与评价研究”（立项编号：ＹＪ１５０３７）的阶段性成果．



考查．
整套试题共 ５ 页，２３ 道题，全卷满分 １５０ 分． 考

试用时 １２０ 分钟． 全卷试题类型包括：单项选择题、
多项选择题、填空题和解答题． 多项选择题的指导语

为“本大题共 ３小题，每小题 ４分，共 １２分． 在每小题

给出的选项中，有多项符合题目要求． 全部选对的得

４ 分，有选错的得 ０ 分，部分选对的得 ２ 分． ” 多选题

如下：
１１．下面说法中错误

∙∙
的是（　 　 ） ．

Ａ．经过定点Ｐ０（ｘ０，ｙ０） 的直线都可以用方程 ｙ －
ｙ０ ＝ ｋ（ｘ － ｘ０） 表示

Ｂ．经过定点 Ｐ（ｘ０，ｙ０） 的直线都可以用方程 ｘ －
ｘ０ ＝ ｍ（ｙ － ｙ０） 表示

Ｃ．经过定点 Ａ（０，ｂ） 的直线都可以用方程 ｙ ＝ ｋｘ
＋ ｂ 表示

Ｄ．不经过原点的直线都可以用方程
ｘ
ａ

＋ ｙ
ｂ

＝ １

表示

Ｅ．经过任意不同的点 Ｐ１（ｘ１，ｙ１）、Ｐ２（ｘ２，ｙ２） 的

直线都可以用方程（ｙ － ｙ１）（ｘ２ － ｘ１） ＝ （ｘ － ｘ１）（ｙ２ －
ｙ１） 表示

命题意图 　 本题是一个综合判断型问题，意在

考查逻辑推理素养，考查学生对直线方程的五种形

式的理解，理解每种形式方程的使用限制条件．
答案是 ＡＢＣＤ．
　 　 １２．如图，ＰＡ 垂直于

以 ＡＢ 为直径的圆所在平面，
点 Ｃ 是圆上异于 Ａ，Ｂ 的任一

点，则下面结论中正确
∙∙

的是

（　 　 ） ．
Ａ．ＰＢ ⊥ ＡＣ
Ｂ．ＰＣ ⊥ ＢＣ
Ｃ．ＡＣ ⊥ 平面 ＰＢＣ
Ｄ．平面 ＰＡＢ ⊥ 平面 ＰＢＣ
Ｅ．平面 ＰＡＣ ⊥ 平面 ＰＢＣ
命题意图 　 本题是一个分析论证题，重点考查

直观想象和逻辑推理素养，考查学生对线线垂直、线
面垂直和面面垂直的推导证明和相互转化．

答案是 ＢＥ．

１３．定义“正对数”：ｌｎ ＋ ｘ ＝
０，０ ＜ ｘ ＜ １，
ｌｎｘ，ｘ ≥ １，{ 若 ａ

＞ ０，ｂ ＞ ０，则下面结论中正确
∙∙

的是（　 　 ） ．
Ａ．ｌｎ ＋ （ａｂ） ＝ ｂ ｌｎ ＋ ａ
Ｂ．ｌｎ ＋ （ａｂ） ＝ ｌｎ ＋ ａ ＋ ｌｎ ＋ ｂ

Ｃ．ｌｎ ＋ ａ
ｂ

﹛

﹛
│

﹜

﹜
│ ≥ ｌｎ ＋ ａ － ｌｎ ＋ ｂ

Ｄ．ｌｎ ＋ （ａ ＋ ｂ） ≥ ｌｎ ＋ ａ ＋ ｌｎ ＋ ｂ
Ｅ．ｌｎ ＋ （ａ ＋ ｂ） ≤ ｌｎ ＋ ａ ＋ ｌｎ ＋ ｂ ＋ ｌｎ２
命题意图 　 本题给出了一个新概念，属于信息

创新型问题，意在考查逻辑推理和数学抽象素养，考
查学生对新概念的理解和运用．

答案是 ＡＣＥ．
本次考试在 ２０１９年 １月 ２２日举行． 最终参与统

计的是济南市 ４２ 所中学，实际考试人数是 ３５８３５ 人．
学生采取答题卡答题的形式考试． 单选题和多选题

是系统阅卷，其他题目由教师采取网上阅卷． 各学校

任课教师为阅卷教师，与学生同时进行试题作答并

完成相应的教师问卷． 下面根据得分情况逐题分析

学生的做题情况．
表 １　 多选题 １１ 题作答情况统计

选择 ＡＢＣＤ
（４ 分）

选择一个

正确选项

（２ 分）

选择两个

正确选项

（２ 分）

选择三个

正确选项

（２ 分）

其他选项

（０ 分）

０．０３４ ０．５１０ ０．２１９ ０．０９５ ０．１４２

　 　 通过表 １ 可以看出，１１ 题得 ４ 分的学生不多，但
是得 ２ 分的学生比例能够占到 ０．８２４． 对比可以看

出，选择一个正确选项、选择两个正确选项、选择三

个正确选项得 ２ 分的学生人数依次构成递减数列，
一半以上的学生是选择了一个正确选项得 ２ 分．

分析上述数据可以得出这个题目区分度很好，
能够很好地区分出不同素养水平的学生． 得 ４ 分的

学生共有 １２２３人，素养水平最高，得 ２分的学生处于

中等素养水平，得 ０ 分的学生不足两成，素养水平一

般，数据呈现正态分布． 但是现行的赋分方式无法区

分出选择一个正确选项和选择多个正确选项的学生

的素养水平，显然这部分学生是具有明显差异的．
表 ２　 多选题 １２ 题作答情况统计

选择 ＢＥ（４ 分）
选择一个正确

的选项（２ 分）
其他选项（０ 分）

０．１５５ ０．２４０ ０．６０５

　 　 通过表 ２ 可以看出，１２ 题得 ４ 分的学生比例是

１１ 题的四倍半，得 ２ 分的学生比例明显低于 １１ 题．
有６成的学生得０分． 上述数据分析说明学生对这个

题目的认知度高，所以得 ４ 分的学生人数明显增多，
这部分学生掌握的基础知识和素养水平都是非常突

出的． 得 ２ 分的学生比例偏低，反而有 ６ 成的学生得

０ 分，说明这个题的区分度不够，这种得分分布的原

因还可能是答题策略的问题．
２３
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表 ３　 多选题 １３ 题作答情况统计

选择 ＡＣＥ
（４ 分）

选择一个正确

的选项（２ 分）
选择两个正确

的选项（２ 分）
其他选项

（０ 分）

０．０１４ ０．３９２ ０．０５０ ０．５４４

　 　 通过表 ３ 可以看出，１３ 题得 ４ 分的学生少，得 ２
分的学生中几乎都是选择一个正确的选项，得 ０ 分

的学生超过一半． 上述分析说明这个题难度大，素养

水平高的学生会这个题就能够得 ４ 分，素养水平居

中的学生能选择出一个或者两个正确选项． 此题对

素养水平一般的学生不具有区分度了．
４　 答题策略

笔者通过问卷调查和访谈，了解和汇总了学生

对于多选题的认识以及答题策略．
第一，学生对数学多选题抱有非常高的期望． 他

们认为，多选题的得分率大于单选题，增加多选题的

考查后能够提高自己的得分率，但实际测评结果恰

好相反．
第二，部分学生表示，如果不确定选项的正确与

否，那就当作单选题来做只选择一个选项，不会冒险

选取多个选项争取 ４ 分． 但是学生同时也表示，对于

会的问题还是会采取积极的得分策略，选择多个选

项争取全部做对题目．
笔者访谈还发现了 １２ 题得分分布背后的秘密，

那就是学生答题的心态和策略． 部分中等素养水平

的学生认为会做这个题，所以在做这个题的时候并

没有采取保守的选一个选项得 ２ 分的方法，而是选

择多个选项努力争取得 ４ 分，但是结果出现了错选

的情况，导致得 ０ 分． 这也反映出学生的知识薄弱

点，对空间中的垂直关系掌握的不够扎实，感觉会做

的题结果在考试中没得分．
５　 小结

通过本次多选题的命题实践与研究，笔者认为

多选题的素材选择以及选项的设计至关重要，另外

多选题选项的个数设置为 ４ 个可能更好，这样能够

适当减少试题的思维量和学生的答题时间；还有多

选题的赋分标准有待于商榷． 多选题区分于单选题，
应该鼓励学生选择多个选项，更好地发挥它的区分

度，因此建议多选题的赋分标准设置为：“全部选对

的得４分，有选错的得０分，选择一个正确选项的得１
分，选择多个正确选项的得 ２ 分． ”
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一类几何问题初高中解法的对比分析与反思

广东省广州市增城中学　 　 ５１１３００　 　 邓　 城

１　 引子

２０１９ 年高考数学全国 １ 卷的选择题第四题有关

“维纳斯身高” 的问题引起了各方热议，笔者注意到

网络上有人说该题是初中题目，甚至还有人说这题

小学生都可以做．笔者认为小学生能否做存在争议

（有些优秀的小学生当然没问题），但本题拿给初中

生做并没有超出知识范围，因为本题考查的知识点

主要是比例、不等式等问题，而对于黄金比例这个数

学知识（文化），许多版本的初中教材都有提到，因
此说此题初中生能做是没问题的．事实上有部分题

目特别是一些平面几何问题，既可以用高中教材讲

到的知识和方法去做，也可以用初中教材所讲的知

识和方法去做，两类方法的思维差异何在？ 对教学

有什么启示？
笔者自工作以来在高中从教十三年，直到去年

到农村初中支教一年，担任初三数学的教学工作，对
初高中考试或练习中都可以出现的一类平面几何问

题进行了初步的研究，也收获了几点教学上的感悟，
现整理分享如下，权当抛砖引玉．
２　 例题分析

３３
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图 １

　 　 例 １　 如图 １，Ｆ 为正

方形 ＡＢＣＤ 边 ＣＤ 上一点，
连接 ＡＣ、ＡＦ，延长 ＡＦ 交 ＡＣ
的平行线 ＤＥ 于点 Ｅ，连接

ＣＥ，且 ＡＣ ＝ ＡＥ．求证：ＣＥ ＝
ＣＦ．

思路分析 　 初高中的

知识储备不一样，导致了解题分析的视角不一样．高
中生见到这个题目的已知条件，注意到已知条件中

ＡＤ和 ＡＥ的长度是有关系的，又易得∠ＡＤＥ ＝ １３５°，
因而容易从综合法的角度分析问题，利用已知条件

在 △ＡＤＥ 中使用高中熟悉的正弦定理来得出

ｓｉｎ∠ＡＥＤ ＝ １
２
，进而得到 ∠ＣＦＥ ＝ ∠ＣＥＦ ＝ ７５°，即

证 ＣＥ ＝ ＣＦ．
高中解法 　 由已知条件易知∠ＡＤＥ ＝ １３５°，ＡＥ

＝ ＡＣ ＝ ２ＡＤ，在 △ＡＤＥ 中，由正弦定理有
ＡＤ

ｓｉｎ∠ＡＥＤ

＝ ＡＥ
ｓｉｎ∠ＡＤＥ

， 化 简 得
ＡＤ

ｓｉｎ∠ＡＥＤ
＝ ２ＡＤ

ｓｉｎ１３５°
， 所 以

ｓｉｎ∠ＡＥＤ ＝ １
２
，即得 ∠ＡＥＤ ＝ ３０°，因为 ＡＥ ＝ ＡＣ，所

以 ∠ＦＥＣ ＝ １８０° － ３０°
２

＝ ７５°， 又因为 ∠ＥＦＣ ＝

∠ＦＡＣ ＋ ∠ＡＣＦ ＝ ３０° ＋ ４５° ＝ ７５°，所以 ∠ＦＥＣ ＝
∠ＥＦＣ，所以 ＣＥ ＝ ＣＦ．

而对于初中生来说，要证明 ＣＥ ＝ ＣＦ 往往是证

明两边的对角相等，如果 ∠ＥＡＣ 的大小能求出则问

题得到破解．由经验可知初中阶段求解的角一般都

是特殊角，如 ３０° 和 ４５° 等，并且在求角的过程中往

往需要构造直角三角形，结合本题中 ＤＥ ∥ ＡＣ 的条

件，过点 Ｅ 作 ＥＨ ⊥ ＡＣ 于 Ｈ，构建出直角三角形

△ＡＥＨ容易发现 ＥＨ ＝ １
２
ＡＥ，从而得出∠ＥＡＣ ＝ ３０°．

图 ２

初中解法 　 过点 Ｅ 作

ＥＨ ⊥ ＡＣ，垂足为 Ｈ，如图 ２
所示．因为 ＤＥ ∥ ＡＣ，所以

ＥＨ ＝ ＡＤ·ｓｉｎ４５° ＝ ２
２
ＡＤ，

又因为 ＡＥ ＝ ＡＣ ＝ ２ＡＤ，所

以 ＥＨ ＝ １
２
ＡＥ，所以 ∠ＥＡＨ

＝ ３０°，因为 ＡＥ ＝ ＡＣ，所以 ∠ＦＥＣ ＝ １８０° － ３０°
２

＝

７５°，又因为 ∠ＥＦＣ ＝ ∠ＦＡＣ ＋ ∠ＡＣＦ ＝ ３０° ＋ ４５° ＝
７５°，所以 ∠ＦＥＣ ＝ ∠ＥＦＣ，即证 ＣＥ ＝ ＣＦ．

点评 　 高中解法关注三角形中的边与角是否

存在数量关系，而不太关注边与角的条件是否足够

特殊，而初中解法由于只能用最基本的定理和性质

来解决问题，所以更关注题目条件的特殊性，以此为

突破口并结合基本活动经验来处理问题．
例 ２　 如图 ３，△ＡＢＣ中，ＡＢ ＝ ＡＣ，∠ＢＡＣ ＝ ２０°，

点 Ｄ 在 ＡＢ 上，且有 ∠ＢＤＣ ＝ ３０°，求证：ＡＤ ＝ ＢＣ．
思路分析 　 对于高中生来说，注意到已知条件

中有边的关系，又有角的条件，容易想到利用正弦定

理来寻找 ＡＤ、ＢＣ 的关系．

图 ３

高中解法 　 因为 ＡＢ ＝ ＡＣ 且

∠ＢＡＣ ＝ ２０°，所以 ∠Ｂ ＝ ∠ＡＣＢ ＝
８０°， 因 为 ∠ＢＤＣ ＝ ３０°， 所 以

∠ＤＣＡ ＝ ∠ＢＤＣ － ∠ＢＡＣ ＝ １０°．
在 △ＡＣＤ 中由正弦定理有

ＤＣ
ｓｉｎ２０°

＝ ＡＤ
ｓｉｎ１０°

， 所 以 ＡＤ ＝

１
２ｃｏｓ１０°

ＤＣ．

在 △ＢＣＤ 中由正弦定理有

ＤＣ
ｓｉｎ８０°

＝ ＢＣ
ｓｉｎ３０°

， 所 以 ＢＣ ＝

１
２ｃｏｓ１０°

ＤＣ，所以 ＡＤ ＝ ＢＣ．

而对于初中生来说，证明两条边的长度相等往

往需要证明两边所在的两个三角形全等，而其中的

难点在于往往需要添加辅助线构造三角形．对于此

题来说，还不能直接构造两个三角形，需要注意到已

知条件中几个角的特殊关系，结合 △ＡＢＣ 是个等腰

三角形的条件， 添加几条辅助线构造两个直角三

角形．

图 ４

初中解法 　 过点 Ａ作ＢＣ的垂

线，垂足为 Ｅ．过点 Ａ作 ＣＤ的垂线，
垂足为 Ｆ，如图 ４ 所示．

因为 ＡＢ ＝ ＡＣ 且 ＡＥ ⊥ ＢＣ，所
以 ＢＥ ＝ ＥＣ，∠ＥＡＣ ＝ １０°．

因 为 ∠ＢＤＣ ＝ ３０°， 所 以

∠ＤＣＡ ＝ ∠ＢＤＣ － ∠ＢＡＣ ＝ １０°．
又因为 ∠ＡＦＣ ＝ ∠ＡＥＣ ＝ ９０°

且 ＡＣ ＝ ＡＣ，所以△ＡＦＣ≅△ＡＥＣ，
所以 ＡＦ ＝ ＥＣ．

因为∠ＢＤＣ ＝ ３０° 且∠ＡＦＤ ＝

４３
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９０°，所以ＡＤ ＝ ２ＡＦ，又因为ＢＣ ＝ ２ＥＣ，所以ＡＤ ＝ ＢＣ．
点评 　 高中解法是一种从定量的角度处理的方

法，只要借助正余弦定理或者勾股定理沟通已知条件

与所求目标的关系，后面基本是常规的化简运算．所以

从高中解法的角度来说，例 １ 和例 ２ 的解题思想都是

一样的，两个题目本质上属于同一类型题；而对于初

中解法来说需要从条件的特殊性出发，“量身定制”
必要的辅助线，选择恰当的解题方法．通过例 １ 和例 ２
的具体解答可以发现，因为题目条件的不同，两题初

中解法的具体思路和解法还是有很大差异的．

图 ５

例 ３　 如图 ５，ＡＢ ＝ ＡＣ，
∠ＣＡＢ ＝ ９０°，∠ＡＤＣ ＝ ４５°，
ＡＤ ＝ １，ＣＤ ＝ ３，求ＢＤ的长度．

思路分析 　 从高中生思

维角度出发，由已知条件 ＡＤ
＝ １、ＣＤ ＝ ３和∠ＡＤＣ ＝ ４５°容
易想到使用余弦定理可以求

出 ＡＣ，这样要求 ＢＤ 只需在

△ＡＢＤ 中再一次应用余弦定理即可．
高中解法 　 在 △ＡＤＣ 中由余弦定理得

ＡＣ２ ＝ ＡＤ２ ＋ ＤＣ２ － ２ＤＡ·ＤＣ·ｃｏｓ∠ＡＤＣ ＝ １０ －

３ ２ ，所以 ＢＤ２ ＝ ＡＤ２ ＋ ＡＢ２ － ２ＡＤ·ＡＢ·ｃｏｓ∠ＢＡＤ
＝ ＡＤ２ ＋ ＡＣ２ － ２ＡＤ·ＡＢ·ｃｏｓ（９０° ＋ ∠ＤＡＣ） ＝ １ ＋

１０ － ３ ２ ＋ ２ＡＤ·ＡＢ·ｓｉｎ∠ＤＡＣ ＝ １１ － ３ ２ ＋ ２ＡＤ

·ＡＣ·ｓｉｎ∠ＤＡＣ ＝ １１ － ３ ２ ＋ ４Ｓ△ＡＤＣ ＝ １１ － ３ ２ ＋

４ × １
２

× １ × ３ × ｓｉｎ４５° ＝ １１，所以 ＢＤ ＝ １１ ．

而此题对于初中生来说，求解目标ＢＤ的基本活

动经验是往往需要借助 ＢＤ 所在的一个直角三角形

使用勾股定理来解决，然而本题的难点在于现有已

知条件中并没有含ＢＤ边的直角三角形，这需要学生

自己去构造出来．

图 ６

初中解法 　 过点 Ａ 作

ＡＥ ⊥ ＡＤ 交 ＤＣ 于 Ｅ，因为

∠ＡＤＣ ＝ ４５°，ＡＥ⊥ ＡＤ，所以

∠ＡＥＤ ＝ ４５°，所以△ＡＤＥ是

等腰三角形，所以 ＡＤ ＝ ＡＥ，

ＤＥ ＝ ２ＡＤ ＝ ２ ．
因为 ＡＤ ＝ ＡＥ，ＡＢ ＝ ＡＣ，

∠ＤＡＣ ＝ ９０° ＋ ∠ＣＡＥ ＝
∠ＥＡＢ， 所 以 △ＡＤＣ ≅
△ＡＥＢ，所以 ＢＥ ＝ ＣＤ ＝ ３ 且 ∠ＡＥＢ ＝ ∠ＡＤＣ ＝ ４５°，
所以 ∠ＤＥＢ ＝ ∠ＤＥＡ ＋ ∠ＡＥＢ ＝ ４５° ＋ ４５° ＝ ９０°．

在 △ＤＥＢ 中，由勾股定理有 ＢＤ ＝ ＤＥ２ ＋ ＥＢ２

＝ ２ ＋ ９ ＝ １１ ．
点评 　 本题的高中解法思路非常清晰，容易入

手，计算量也不大．而初中解法的本质思路可以看成

是基于 △ＢＡＣ 是等腰直角三角形以及 ∠ＡＤＣ ＝ ４５°
这种特殊条件，可以考虑将 △ＡＤＣ 绕点 Ａ 逆时针旋

转 ９０°，得到△ＡＥＢ，然后证明△ＤＥＢ是直角三角形．
事实上按照利用旋转三角形解决几何问题的思

想［１］，本题还可以将 △ＤＡＢ 绕点 Ａ 顺时针旋转 ９０°，
后面解答过程类似．通过对比不难发现，高中解法强

调的是通过代数角度寻找到边与角之间的关系，是
一种通法；初中解法虽然强调利用构建直角三角形

通过勾股定理解决问题这种常规思路，但在此类并

没有直角三角形作为已知条件的问题中，往往需要

一些添加辅助线的技巧，并且能使用这些技巧还需

观察到这个条件所具备的特殊性．正是因为这个原

因，此题放在初中阶段属于难度较大的题目．

图 ７

例 ４　 如图 ７，在正方形

ＡＢＣＤ 中，Ｅ，Ｆ 分别是 ＡＢ，
ＡＤ 上的点， 且 ＥＦ ＝ ＤＦ ＋
ＢＥ，求 ∠ＥＣＦ 的度数．

思路分析 　 从高中生

思维出发，一看目标是求角

就能自然想到利用余弦定理

求 ∠ＥＣＦ 的余弦值，接下来

就是把 △ＥＣＦ 的三条边表示出来，剩下的事情就是

计算．
高中解法 　 不妨设正方形的边长为 １，ＤＦ ＝ ｘ，

ＥＢ ＝ ｙ，因为 ＥＦ ＝ ＤＦ ＋ ＢＥ，故有 ＥＦ ＝ ｘ ＋ ｙ，在直角

三角形ＡＥＦ中由勾股定理有（ｘ ＋ ｙ） ２ ＝ （１ － ｘ） ２ ＋ （１
－ ｙ） ２，化简得 ｘ ＋ ｙ ＝ １ － ｘｙ，在 △ＣＥＦ 中由余弦定

理有 ｃｏｓ∠ＥＣＦ ＝ （１ ＋ ｘ２） ＋ （１ ＋ ｙ２） － （ｘ ＋ ｙ） ２

２ （１ ＋ ｘ２）（１ ＋ ｙ２）

＝ １ － ｘｙ

１ ＋ ｘ２ ＋ ｙ２ ＋ ｘ２ｙ２
＝ １ － ｘｙ

１ ＋ （１ － ｘｙ）２ － ２ｘｙ ＋ ｘ２ｙ２

＝ １ － ｘｙ

２（１ － ｘｙ）２
＝ ２

２
，所以 ∠ＥＣＦ ＝ ４５°．

从初中生的思维角度出发，考虑到既然此题可

以让初中生做，那么 ∠ＥＣＦ 的度数一定是特殊角，
并且往往与已知条件的特殊角有关，结合图象的直

观想象，容易猜想 ∠ＥＣＦ ＝ ４５°，然而如何真正求解

出这个角来却不容易想到． 从目标出发， 要证明

∠ＥＣＦ ＝ ４５°可考虑证明∠ＥＣＦ ＝∠ＥＣＢ ＋ ∠ＤＣＦ，
５３
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而 ∠ＥＣＢ与∠ＤＣＦ并不是挨在一起，所以可以考虑

将其中一个角旋转到另一个角旁边，合并成一个新

的角，然后再证明这个新的角与 ∠ＥＣＦ 相等，此时

又可能需要先证明两个角所在的三角形全等．另外

从已知的条件 ＥＦ ＝ ＤＦ ＋ ＢＥ 也可以猜测到需要将

ＤＦ 和 ＥＢ 转到同一条线段上，这样便得到新的两边

相等的条件，然后同样是考虑证明两边所在的三角

形全等．结合目标所求和已有的特殊条件，将 △ＣＤＦ
逆时针旋转 ９０°（或者将 △ＣＥＢ 顺时针旋转 ９０°） 是

破解此题的关键步骤．

图 ８

初 中 解 法 　 将

△ＣＤＦ 绕点 Ｃ 逆时针旋

转 ９０° 得到 △ＣＢＧ，由旋

转 的 性 质 有 ∠ＣＢＧ ＝
９０°，即有 Ｅ、Ｂ、Ｇ 三点共

线，ＣＦ ＝ ＣＧ，ＤＦ ＝ ＢＧ，
∠ＤＣＦ ＝ ∠ＢＣＧ．因为 ＥＦ
＝ ＤＦ ＋ ＢＥ，所以 ＥＦ ＝ ＤＦ
＋ ＢＥ ＝ ＢＧ ＋ ＢＥ ＝ ＥＧ，又因为 ＣＥ ＝ ＣＥ，所以△ＣＦＥ
≅ △ＣＧＥ，所以 ∠ＥＣＦ ＝ ∠ＥＣＧ，又因为 ∠ＥＣＧ ＝
∠ＥＣＢ ＋ ∠ＢＣＧ ＝ ∠ＥＣＢ ＋ ∠ＤＣＦ，所以 ∠ＥＣＦ ＝
∠ＥＣＢ ＋∠ＤＣＦ，又因为∠ＥＣＦ ＋∠ＥＣＢ ＋∠ＤＣＦ ＝

９０°，所以 ∠ＥＣＦ ＝ ９０°
２

＝ ４５°．

点评 　 初中解法需要较强的技巧和解题经验，
需要不断总结题型及对应的解题“套路”，而高中解法

容易想到方法，但计算和化简的过程需要足够的耐心．

图 ９

例 ５　 如图 ９，∠ＭＯＮ ＝
９０°，矩形 ＡＢＣＤ 的顶点 Ａ、Ｂ
分别在边 ＯＭ，ＯＮ 上，当 Ｂ 在

边 ＯＮ 上运动时，Ａ 随之在边

ＯＭ 上运动，矩形 ＡＢＣＤ 的形

状保持不变，其中 ＡＢ ＝ ２，ＢＣ
＝ １，运动过程中，点 Ｄ 到点 Ｏ
的最大距离为 ．

思路分析 　 对初中生来说，两点之间的距离问

题往往会转化为跟固定长度的边长作比较，从矩形

ＡＢＣＤ 的边长比例可以发现取 ＡＢ 的中点 Ｅ，则有

△ＤＡＥ是等腰直角三角形，另外还有ＥＯ是直角三角

形 ＡＯＢ 斜边上的中线．
初中解法 　 取 ＡＢ 的中点 Ｅ，连接 ＯＥ、ＤＥ、ＯＤ，

因为 ＯＤ≤ ＯＥ ＋ ＥＤ，所以当 Ｏ、Ｄ、Ｅ 三点共线时，点
Ｄ到点Ｏ的距离最大，因为ＡＢ ＝ ２，ＢＣ ＝ １，点Ｅ是ＡＢ

的中点，所以 ＡＥ ＝ １
２
ＡＢ ＝ １，由勾股定理可得：ＤＥ ＝

ＡＤ２ ＋ ＡＥ２ ＝ ２ ，因为∠ＭＯＮ ＝ ９０° 且 Ｅ是 ＡＢ的

中点，所以ＯＥ ＝ １
２
ＡＢ ＝ １，所以点Ｄ到点Ｏ的最大距

离为 ２ ＋ １．
而对于高中生来说更加容易想到利用余弦定理

来表示出 ＤＯ 的长度，然后通过函数的角度求最值．
高中解法 　 设 ∠ＯＡＢ ＝ θ，则 ＯＡ ＝ ２ｃｏｓθ，由余

弦定理有 ＤＯ２ ＝ （２ｃｏｓθ） ２ ＋ １ － ４ｃｏｓθｃｏｓ（θ ＋ ９０°）
＝ ４ｃｏｓ２θ ＋ １ ＋ ４ｓｉｎθｃｏｓθ ＝ ２（１ ＋ ｃｏｓ２θ） ＋ １ ＋ ２ｓｉｎ２θ
＝ ３ ＋ ２ ２ ｓｉｎ（２θ ＋ ４５°） ≤ ３ ＋ ２ ２ ＝ （１ ＋ ２ ） ２，所

以 ＤＯ ≤ ２ ＋ １，当且仅当 θ ＝ ２２．５° 时等号成立．
点评 　 对于本题显然是使用初中解法要简单

直观，而使用高中解法的难点主要在于选取什么作

为自变量，其次是表达出目标函数后求最值有些复

杂，需要点耐心．

图 １０　 　 　 　 　 　 　 　 图 １１

例６　 如图１０，Ｅ为等边△ＡＢＣ内的一点，ＣＥ平

分 ∠ＡＣＢ，Ｄ 为 ＢＣ 边上的一点，且 ＤＥ ＝ ＣＤ，连接

ＢＥ，取 ＢＥ 的中点 Ｐ，连接 ＡＰ，ＰＤ，ＡＤ，试判断 ＡＰ 与

ＰＤ 的位置关系并求出 ＡＰ 与 ＰＤ 的数量关系．
思路分析 　 对于初中生来说，容易通过图形猜

想到 ∠ＡＰＤ ＝ ９０°，注意到 △ＡＢＣ 是等边三角形，可
以考虑尝试将△ＡＤＣ绕点 Ａ旋转６０°，得到新的图形

后问题就迎刃而解了．
初中解法 　 如图 １１，将△ＡＤＣ绕点 Ａ逆时针旋

转 ６０° 得到 △ＡＧＢ，连接 ＰＧ．由旋转的性质有 ＧＢ ＝
ＤＣ、ＧＡ ＝ ＤＡ、∠ＧＡＤ ＝ ６０°、∠ＡＢＧ ＝ ∠ＡＣＤ，又因为

△ＡＢＣ是等边三角形，所以∠ＡＣＤ ＝∠ＢＡＣ ＝ ６０°，所
以∠ＡＢＧ ＝∠ＢＡＣ，所以ＧＢ∥ＡＣ，由已知易得ＥＤ∥
ＡＣ，所以 ＧＢ ∥ ＥＤ，又因为 ＧＢ ＝ ＤＣ ＝ ＥＤ，所以四边

形 ＧＢＤＥ是平行四边形，因为 Ｐ是 ＢＥ中点，所以 ＰＧ
＝ ＰＤ，又因为 ＧＡ ＝ ＤＡ，所以 ＡＰ⊥ ＰＤ，且有∠ＰＡＤ ＝
１
２
∠ＧＡＤ ＝ ３０°，所以 ＡＰ ＝ ３ＰＤ．

而对于高中生来说，最直接的思路是将 ＡＤ、ＰＤ
和 ＡＰ表达出来，然后通过余弦定理来判断 ＡＰ与 ＰＤ
的数量关系．
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图 １２

　 　 高中解法 　 如图 １２，
延长 ＣＥ 交 ＡＢ 于 Ｇ， 连接

ＧＰ．因为 ＣＥ 平分 ∠ＡＣＢ，且
△ＡＢＣ 是等边三角形，所以

ＣＧ⊥ＡＢ，且ＡＧ ＝ ＧＢ．因为Ｐ
是 ＢＥ的中点，所以 ＰＧ ＝ ＰＥ
＝ ＰＢ，不妨设 ＡＣ ＝ １、ＤＣ ＝
ａ，因为 ∠ＥＣＤ ＝ ３０° 且 ＤＥ

＝ ＣＤ，所以 ＥＣ ＝ ３ ａ．
在 △ＡＤＣ 由余弦定理得 ＡＤ２ ＝ １ ＋ ａ２ － ａ，在

△ＢＥＣ 中由余弦定理有 ＢＥ２ ＝ （ ３ ａ） ２ ＋ １ － ２ ３ ａ·

ｃｏｓ３０° ＝ ３ａ２ ＋ １ － ３ａ，所以 ＰＢ２ ＝ ＢＥ２

４
＝ ３

４
ａ２ － ３

４
ａ

＋ １
４
．

在△ＢＤＥ中由中线性质有４ＰＤ２ ＋ ４ＰＢ２ ＝ ２ａ２ ＋

２（１ － ａ） ２，即有 ＰＤ２ ＝ １
４
ａ２ － １

４
ａ ＋ １

４
，在△ＡＢＰ中

由中线性质有 ４ＰＧ２ ＋ ４（ １
２
） ２ ＝ ２ＰＡ２ ＋ ２ＰＢ２，即有

ＰＡ２ ＝ ３
４
ａ２ － ３

４
ａ ＋ ３

４
，故有 ＰＡ２ ＋ ＰＤ２ ＝ ＡＤ２，即有

ＡＰ ⊥ ＰＤ，又因为 ＰＡ２ ＝ ３ＰＤ２，所以 ＡＰ ＝ ３ＰＤ．
解法点评 　 初中解法的思路巧妙但是难以想

到，需要熟悉在特殊条件下应用旋转三角形的方法

（当然也可以直接构造全等三角形） ．而高中解法的

思路简单，但要表达出三条边来涉及到多个量，还要

熟悉一些常见定理（不用这些定理会更繁琐），整个

解法综合性强，计算量大．
３　 几点反思

３．１　 中学数学教师要明晰自身对初高中几何及学

生解题思维差异的理解．
众所周知，教材的编写肯定是要符合学生不同年

龄的思维发展水平的．大部分初中生的几何思维基本

还处于直观、感性的认知阶段，所以初中教材中的几

何内容介绍的都是最基本的几何定理和性质，而且这

些定理往往是特殊条件下才能成立的，比如勾股定理

的应用需要直角三角形的条件．随着学生思维水平的

发展，高中的几何知识部分融入了更多的代数知识，
增强了知识应用的普适性，比如说在将锐角三角函数

拓展到重新定义的三角函数的基础上，勾股定理被推

广到了任意三角形都可以应用的余弦定理，并衍生出

沟通边、角和外接圆半径关系的正弦定理．
对于几何中的证明问题，初中生主要借助直观

思维和联想思维来处理，比如说要证明两条边相等，
可能就会在图形中寻找有没有两个三角形看起来全

等，如果感觉图形不够完整，还会考虑添加辅助线构

造新的图形．而高中生则因为学习了正余弦定理，对
几何图形中边与角的数量条件会有更多的关注，意
图从代数的角度将边或角表达出来．

对于几何中的计算问题，初中生往往只能借助

于直角三角形的勾股定理、相似三角形以及旋转三

角形的性质，注重利用图形的特殊性来解决问题．而
高中生则习惯于借助正余弦定理通过代数（方程）
的思想来表达和计算，不再过度考虑图形条件是否

特殊．从数学的思想方法层面来看，初中的解法往往

基于特殊条件下利用特殊的定理和性质来解决问

题，而高中的解法则更加注重利用通性通法去解决

问题，当然初高中的解法差异主要是由于学习的内

容层次不一样和学生的思维水平不一样决定的．
３．２　 中学数学教师在几何部分知识的教学中应着

眼于学生的思维发展．
对于初中数学教师来说，部分优秀的初中生到

了初三特别是中考复习时对初中几何的解题方法应

该是非常熟悉了，反复加以训练固然可以提升解题

的速度，但对于学生的思维水平来说并没有得到提

高，学习的兴趣和好奇心也得不到激发，同时还浪费

了宝贵的学习时间．笔者认为可以考虑对少数优生

因材施教，将高中教材中的三角函数包括正余弦定

理等知识提前讲授或让学生自学．由于这部分高中

知识与初中知识关联度大，理解难度较小，学习所需

时间较短，因此这些知识对于优秀的初中生是可以

接受的，并且可以让学生的数学思想得到较大程度

的提高．而对于高中数学教师来说，也应该注意到学

生用惯了通过正余弦定理等高中方法来去处理几何

问题会产生思维定势，结果碰到像前面提到的有些

例题时会遭遇因变量复杂和计算繁琐而难以为继的

窘境，因此在教学中应打破高中生僵硬的思维定势，
有针对性地选取一些初高中方法都可以做出来的题

目，让学生意识到面对具备特殊条件的几何问题，应
考虑尝试应用初中的几何方法，完善学生的数学思

维，增强学生的应变能力．
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