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求导函数零点受阻怎么办

浙江省绍兴鲁迅中学 宋胜良 (邮编：312050)

导数作为衔接初等数学和高等数学的纽带，

是研究函数性质、培养学生探究能力的重要工

具，同时也是历年高考的热点内容．我们经常用

导函数的正负性来研究函数的单调性，这势必会

触及导数的零点，当导数的零点求解遇阻，我们

又该如何面对?本文笔者将结合考题谈一谈当

零点求解遇阻时的三点处理策略，供参考．

想法1按兵不动——根本不用求

当求导数零点受阻时，第一种想法便是导函

数或许就没有零点，那么导函数在给定研究区间

内恒正或恒负，从而也知道了函数的单调性，为

解决问题奠定了关键的基础．

例1(2014福建高考理)当．27>0时，证明：

z2<ex．

解析 z2<r，即证：z2一r<0，构造函

数g(z)一z2一ex，只需证明g。。(z)<0，97(z)

一2z—r，在这里，我们求97(z)的零点受阻．承

接想法1，于是首先考虑97(z)会不会恒正或者

恒负呢?通过求二阶导数，(z)一2一r，易知

当．27∈(o，ln2)时，一7(z)<0，当z∈(1n2，+00

)时，∥(z)>0，故g7(z)在(o，ln2)内单调递

减，在(1n2，+∞)内单调递增，所以g’耐。(z)一

97(1n2)一21n2一e№一21n2—2<0，进一步得

到g(z)在(o，+∞)内单调递减，所以g(z)<

g(0)一0，得证．

导数是解决函数单调性的重要工具，对导函

数的研究我们一直关注其正负性，对正负性的研

究势必触及导函数的零点，当求导函数的零点遇

阻时，我们可以去大胆地猜想是不是导函数压根

就没有零点，从而去验证导函数是不是恒正或

恒负．

想法2趁火打劫——大胆去猜凑

对变式2解法(略)，学生通过上题解答，积累了解

题经验，从而自然想到寻找解题的通法．归结到

变式1的解法上，或将四边形转化为特殊的平行

四边形和直角三角形来解，更多的是学生的直观

和经验，这应该是学生最容易想到的．最容易想

到的，也许最靠近最近发展区．而这一点，在解题

教学中特别重要，它是解题教学的灵魂．

3 多题归一——提炼共性与多题通解

在解题过程中，时时注意寻求知识之间的联

系，把同类的问题进行归纳整理，通过“多题归

一”(这里“归一”指的是找到一类题目的本源)，

提炼共性，寻找解题通法．更主要的还是提炼分

析题目的策略，思考问题的方法(数学思想、思维

方式)．

本题实质上就是：已知四边形∞PE的两边
长PD一3，PE一1，四个内角即么D一么E一90。，

么及)E一45。，么D尸E一135。，求第三边∞的长．
例题及变式1、变式2的解答可归结为：已知

四边形ODPE的两边和四角，求未知边长．也就

是说，此题的实质是解四边形．解四边形模型的

建立，不仅为问题的解决提供了“模型”，而且有

助于解法的探索，问题的解决和问题本质的揭

示．变式1、变式2的改编和解答归结到例题的解

法，达到多题归一的目的．可见，多题归一可以让

学生知其解法，晓其变法，通其精髓，教会学生的

不仅仅是会解一题，而是一类，达到“做一题、会

一类、通一片”的教学效果．

综上所述，从一题多解、一题多变到多题归

一，均有利于开阔学生解决问题的视野，发展学

生的数学思维．但要强调的是，无论我们运用哪

种解题教学模式，都不应只停留在解题或编题

上．如果我们能引导学生进一步反思，一道题为

何能多解?多题归一背后的深层次结构是什么?

这才是提升学生解题能力的关键所在，也是我们

在解题教学中值得反思的问题!
(收稿日期：2016—06—15)
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上面已经介绍了想法1，但是导函数未实现

恒正或恒负，也就是说导函数的零点是有的，但

是方程又无法解，我们该怎么办?此时去猜或者

凑导函数的零点不失为一种很好的意识，一旦成

功，将会对问题的解决产生决定作用．

例2(2008湖南高考理)已知函数厂(z)一

In2(1+z)一—t．求函数厂(z)的单调区间．

解析求函数的单调区间，关键是研究导数

的正负性，可先求／(z)，其定义域为(一1，+∞)．厂(z)=坠地嵴芬学，在
这里再一次遇到了不可求解的方程．

令g(z)一2(1+z)In(1+z)一z2—2z，这

里要直接解g(z)>0与g(sc)<0是不可能的事

情．

于是，可以结合想法l，难道g(z)恒正或是

恒负?

g7(z)一21n(1+z)一2：r，依然无法下手．

，(z)一i等，可知z E(一1，o)时，矿(z)

>0，当z E(o，+o。)时，矿(z)<0，故97(z)

在(一l，o)内单调递增，在(o，+∞)内单调递

减，故97～(z)一97(o)一0，所以g(z)在z∈

(一1，+oo)内单调递减，考虑．27一一1时，g(z)

一1，故g(z)<l，于是g(z)恒正与恒负的希望

破灭，g(z)在z E(～1，+∞)上单调递减，如果

要有零点，则有且只有1个，大胆猜测，发现：

g(O)一0，于是当z∈(一1，o)时，g(z)>0，当

z∈(0，+00)时，g(z)<o，于是当z E(一1，

o)时，／(z)>0，当zE(o，+∞)时，／(z)<o，

故厂b)的增区间为(～1，o)，减区间为(o，+∞)．

导函数的零点求解受阻，如果能够通过二阶

导数知道导函数的单调性，即导函数为增函数或

减函数，那么我们可以肯定，导函数若有零点，则

零点有且只有一个．如果具备以上论据，那么我

们可以大胆去猜、凑，若能得到一个零点，此零点

也必将成为唯一的零点，于是导函数零点求解受

阻问题便迎刃而解，函数的单调性也得到了妥

善的解决．

想法3釜底抽薪——设而不求法

有的时候，我们发现，即使能够推出导函数

具备单调性，但是始终无法让导函数恒正或者恒

负，并且无法通过猜、凑去得到导函数的零点，这

个时候，我们的无奈便是：导函数明明存在着零

点，就是求不出来．这个时候我们该怎么办呢?

在这里给大家介绍设而不求的思想．

例3 已知函数，(z)一xlrlx(X>o)，求

证：当z>0时，F>f7(z)+1．

解析 ．厂，(z)一ln．r+1，即证：r>ln．r+

2，记函数g(z)=r—l眦一2，只需证明g曲(z)

>0．97(z)一f一』一兰竺二1，记矗(z)一zr
Z Z

一1，对于^(z)的零点求解受阻．

我们可以先运用想法1和想法2，研究^(z)

一zr一1的单调性，h 7(z)一(z+1)f(z>o)，

显然h7(z)>0在(o，+∞)恒成立，即^(z)在

(0，+∞)单调递增，^(z)>^(o)一一1，再有

^(1)一e一1>0，所以矗(z)必定有正有负，零点

必定唯一存在．这样想法1完全破灭，对于想法2

确实无能为力．于是我们设h(x。)一2C0曲一1—

0，这样当zE(o，zo)时，h(z)<0，当zE(zo，

+o。)时，^(z)>0，故z E(o，zo)时，97(z)<

0，当z E(zo，+∞)时，97(z)>o，故g(z)在

(o，z。)单调递减，在(z。，+∞)单调递增．所以
1

g嘶(z)一g(．ro)一Co—l眦。一2一÷+XO—
J一0

广丁—一
2≥互／上·z。一2—0，因为z。≠l，故上式等

V 370

号不成立，即g。。(z)>0，得证．

设而不求是数学解题中的一种很有用的手

段，采用设而不求的策略，往往能避免盲目推演

而造成的无益的循环运算，从而达到准确、快速、

简捷的解题效果．

导函数的零点关系着导数的正负性，与函数

的单调性密切相关，有效解决“求导函数零点遇

阻的问题”刻不容缓，愿本文能对读者有所帮助．
(收稿日期：2016-07—02)
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