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第9课时　空间角的计算(1)
[image: w3.tif]
知识技能
1. 加深对异面直线所成角和直线与平面所成角的概念的理解．
2. 能利用向量方法求两条异面直线所成的角．
3. 能利用向量方法求直线与平面所成的角．
思想方法
从综合法求解两条异面直线所成的角、斜线与平面所成的角入手，结合图形讲解向量的方法及坐标法，讨论这三种方法各自的优缺点及限制，从而更好地体会向量在研究几何问题中的作用．
核心素养
在利用空间向量法求线线角和线面角的过程中，提升数学抽象和数学运算素养．
[image: w4.tif]
教学重点：用向量的思想方法解决线线、线面的夹角的计算问题．
教学难点：在线线角及线面角的范围内正确确定角的大小．
[image: w6.tif]
问题导引[1]
预习教材P32～34，思考下面的问题：
1. 在“立体几何初步”中，求两条异面直线所成角的方法，通常要添加辅助线，先找到两条异面直线所成的角，然后再求解．能否应用向量的方法，先求出它们方向向量的夹角，再确定两条异面直线所成的角呢？
2. 在“立体几何初步”中，直线与平面所成角就是直线与它在平面内的射影所成的角．能否用直线的方向向量及平面的法向量来求解呢？
即时体验[2]
1. 两条异面直线所成角的范围是(0°，_90°]，直线和平面所成角的范围是[0°，_90°].
2. 如图，在正方体ABCD­A1B1C1D1中， E, F, G, H分别为AA1, AB, BB1, B1C1的中点，则异面直线EF与GH所成角的大小为_60°__.
[image: 096.TIF]
(第2题)
3. 已知正三棱柱ABC­A1B1C1的侧棱长与底面边长相等，则直线AB1与侧面ACC1A1所成角的正弦值为 　.
[image: w7.tif]
一、 问题情境
我们知道，空间两条异面直线所成的角可转化为两条相交直线所成的锐角或直角；斜线与平面所成的角是指斜线与它在平面内的射影所成的锐角；两个平面所成的角是用二面角的平面角来度量的．这就是说，空间的角最终都可以通过转化，用两条相交直线所成的角来度量．而角的大小体现了线线、线面关系的相对方向性，能否转化为用直线的方向向量和平面的法向量来求空间的角呢？
二、 数学建构
问题1　研究两条异面直线所成角的大小与这两条异面直线的方向向量的夹角关系．[3]
解　两条异面直线所成的角与它们的方向向量所成的角相等或互补．设两条异面直线所成的角为θ，它们的方向向量a, b的夹角为φ，则有cosθ＝|cosφ|＝.
问题2　研究斜线与平面所成角的大小与直线的方向向量和平面的法向量的夹角关系．[4]
解　直线和平面所成的角可以通过直线的方向向量与平面的法向量求得．设直线与平面所成的角为θ，直线的方向向量a与平面的法向量u的夹角为φ，则有sinθ＝|cosφ|＝.
三、 数学运用
例1　如图，在三棱柱OAB­O1A1B1中，平面OBB1O1⊥平面OAB, ∠O1OB＝60°， ∠AOB＝90°，且OB＝OO1＝2, OA＝，求异面直线A1B与AO1所成角的余弦值．[5]
[image: W12A.TIF]
(例1)
(见学生用书课堂本P17)
[处理建议]　本例没有三条直线两两垂直，所以应先引导学生建立适当的空间直角坐标系，再求出异面直线A1B与AO1的方向向量，最后应用公式求解．
[规范板书]　解　建立如图所示的空间直角坐标系，则知点O1(0, 1, ), A(， 0, 0), A1(， 1, ), B(0, 2, 0)，
[image: W13A.TIF]
(例1答图)
所以＝(－， 1, －), ＝(， －1, －)．　
所以cos〈， 〉＝＝＝－.
所以异面直线A1B与AO1所成角的余弦值为.
[题后反思]　两条异面直线所成角的范围为，但它们方向向量的夹角的范围为(0, π)，所以两条异面直线所成的角和它们方向向量的夹角相等或互补．
[image: w10.tif]　如图，已知正三棱柱ABCA1B1C1的各条棱长都相等，P为A1B上一点，＝λ(0＜λ＜1)，且PC⊥AB.　
[image: S15.TIF]
(变式)
(1) 求λ的值；
(2) 求异面直线PC与AC1所成角的余弦值．
[规范板书]　解　(1) 设正三棱柱的棱长为2，建立如图所示的空间直角坐标系Oxyz，则知点A(0, －1, 0), B(， 0, 0), C(0, 1, 0), A1(0, －1, 2), C1(0, 1, 2)，
[image: S16.TIF]
(变式答图)
所以＝(， 1, 0), ＝(0, －2, 2), ＝(， 1, －2)．
因为PC⊥AB，所以·＝0，
则(＋)·＝0，
即(＋λ)·＝0，
故λ＝－＝.
(2) 由(1)知＝， ＝(0, 2, 2)，
所以cos〈， 〉＝＝＝－，
所以异面直线PC与AC1所成角的余弦值是.
[题后反思]　(1) 求λ的值通常是利用向量的加减法将未知向量转化为已知向量，再根据条件列出等式从而求出λ.
(2) 此题必须先根据条件求出点P的坐标，得到的坐标，然后再求出异面直线PC与AC1所成的角．
例2　如图，在三棱柱ABC­A1B1C1中，AC＝BC, AB＝AA1, ∠BAA1＝60°.若平面ABC⊥平面AA1B1B, AB＝BC，求直线A1C与平面BB1C1C所成角的正弦值．[6]
[image: T26.TIF]
(例2)
(见学生用书课堂本P18)
[处理建议]　引导学生分析直线A1C与平面BB1C1C所成的角，就是直线A1C与该平面的垂线所成角的余角．因此，要先求出平面BB1C1C的法向量，并复习求平面法向量的方法．
[规范板书]　解　取AB的中点O，连接OC, OA1, A1B.　
因为AC＝BC, 所以OC⊥AB.由于AB＝AA1, ∠BAA1＝60°，故△AA1B为等边三角形，所以OA1⊥AB.　
又因为平面ABC⊥平面AA1B1B，交线为AB, OC⊂平面ABC, 所以OC⊥平面AA1B1B，而OA1⊂平面AA1B1B，所以OC⊥OA1.故OA, OA1, OC两两垂直．
以O为坐标原点，OA, OA1, OC所在直线分别为x轴、y轴、z轴建立如图所示的空间直角坐标系O­xyz.设AB＝2，则知点A(1, 0, 0), A1(0, ， 0), C(0, 0, ), B(－1, 0, 0)，则＝(1, 0, ), ＝＝(－1, ， 0), (0, －， )．
[image: T27.TIF]
(例2答图)
设n＝(x, y, z)是平面BB1C1C的一个法向量，
则即可取y＝1，则x＝，z＝－1，故n＝(， 1, －1)．
故cos〈n, 〉＝＝＝－， 所以A1C与平面BB1C1C所成角的正弦值为.
[题后反思]　通过直线的方向向量与平面的法向量的夹角来求直线和平面所成的角，要注意当直线的方向向量与平面的法向量的夹角为锐角时，直线与平面所成的角与这个夹角互余．为了避免错误，通常直接使用问题2中的公式.
[image: w10.tif]　如图，在菱形ABCD中，∠ABC＝60°， AC与BD相交于点O, AE⊥平面ABCD, CF∥AE, AB＝2, CF＝3.若直线OF与平面BED所成的角为45°，求AE的长．
[image: T28.TIF]
(变式)
[规范板书]　解　如图，以O为坐标原点，OA, OB所在直线分别为x轴、y轴，过点O且平行于CF的直线为z轴建立空间直角坐标系．
[image: T29.TIF]
(变式答图)
设AE＝a，则知点B(0, ， 0), D(0, －， 0), F(－1, 0, 3), E(1, 0, a), 所以＝(－1, 0, 3), ＝(0, 2， 0), ＝(－1, ， －a)．　
设平面BED的一个法向量为n＝(x, y, z)，则即
则y＝0，令z＝1，得x＝－a, 所以n＝(－a, 0, 1)．
所以cos〈n, 〉＝＝.
因为直线OF与平面BED所成角的大小为45°， 所以＝，解得a＝2或a＝－(舍去)．所以AE＝2.
[题后反思]　由于菱形对角线互相垂直平分，所以利用对称性可选择菱形对角线的交点为坐标原点建系．
例3　如图，在平行六面体ABCD­A1B1C1D1中，以顶点A为端点的三条棱长都为1，且两两夹角为60°，求BD1与AC的夹角的余弦值．[7]
[image: t30.TIF]
(例3)
[处理建议]　由于难以找到相互垂直的向量，故不易选择坐标法；又因为， ， 的长和夹角均已知道，故可选择用基底法来求解异面直线所成的角．
[规范板书]　解　记＝a, ＝b, ＝c，
则|a|＝|b|＝|c|＝1, 〈a, b〉＝〈b, c〉＝〈c, a〉＝60°， 所以a·b＝b·c＝c·a＝.
因为＝b＋c－a, ＝a＋b, 所以||＝， ||＝， ·＝(b＋c－a)·(a＋b)＝b2－a2＋a·c＋b·c＝1, 所以cos〈， 〉＝＝＝，即与的夹角的余弦值为.故直线BD1与AC的夹角的余弦值为.
[题后反思]　空间向量法包括基底法和坐标法两种方法．事实上，坐标法是基底法的一种特殊情况，其基底两两垂直．解题时应注意选择合适的方法．
四、 课堂练习
1. 已知a, b分别是异面直线l1, l2的方向向量，且cos〈a, b〉＝－，则异面直线l1和l2所成角的大小为 45°　.
2. 已知直线l的一个方向向量为a＝(1, －1, 1)，平面α的一个法向量为b＝(2, －4, 1)，则直线l和平面α所成角的余弦值为 　.
3. 如图，在棱长为3的正方体ABCD­A1B1C1D1中，A1E＝CF＝1.
(1) 求异面直线AC1与D1E所成角的余弦值；
(2) 求直线AC1与平面BED1F所成角的正弦值．
[image: TT104.TIF]
(第3题)　　
解　(1) 以D为坐标原点，建立如图所示的空间直角坐标系D­xyz，则知点A(3, 0, 0), C1(0, 3, 3), D1(0, 0, 3), E(3, 0, 2)，
[image: TT105.TIF]
(第3题答图)
所以＝(3, 0, －1), ＝(－3, 3, 3)，
所以cos〈， 〉＝＝＝－.　
即异面直线AC1与D1E所成角的余弦值为.
(2) 因为点B的坐标为(3, 3, 0)，所以＝(0, －3, 2)．
设平面BED1F的一个法向量为n＝(x, y, z)．
由 得所以
则n＝(x, 2x, 3x)，不妨取n＝(1, 2, 3)．
设直线AC1与平面BED1F所成的角为α，
则sinα＝|cos〈，n〉|＝＝.　
所以直线AC1与平面BED1F所成角的正弦值为.
五、 课堂小结
1. 设两条异面直线所成的角为θ，它们的方向向量a, b的夹角为φ，则cosθ＝|cosφ|＝.
2. 设直线与平面所成的角为θ，直线的方向向量a与平面的法向量n的夹角φ，则sinθ＝|cosφ|＝.　　　　
[image: ]
[1] 让学生从已有的知识体系出发，激发他们进一步探索知识的欲望，为更好地掌握用向量的思想方法求空间角作铺垫．
[2] 一方面，回顾“立体几何初步”中两条异面直线、斜线与平面所成的角的定义、范围及求法；另一方面，引导学生通过预习尝试用向量的方法求解，为本节课所学内容作铺垫．
[3] 引导学生将两条异面直线所成的角转化为两条相交直线所成的锐角或直角，再计算两条异面直线的方向向量的夹角，通过观察、讨论及相互交流获得结论．
[4] 引导学生将斜线与平面所成的角转化为斜线与它在平面内的射影所成的锐角，再计算直线的方向向量、平面的法向量的夹角，通过观察、讨论及相互交流获得结论．关键是要引导学生体会两种转化所得结论的不同之处．
[5] 感受利用空间向量坐标法求异面直线所成角的一般思路．
[6] 感受利用空间向量坐标法求斜线与平面所成角的一般思路．
[7] 感受使用基底法求异面直线所成的角的适用情况和一般方法．
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