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第2课时　导数在函数有关问题及实际生活中的应用
[image: image1.png]



	1．能用导数解决函数的零点问题．
2．体会导数在解决实际问题中的作用．
3．能利用导数解决简单的实际问题．(重点、难点)
	1．借助用导数解决函数的零点问题，培养直观想象的核心素养．
2．通过学习用导数解决生活中的优化问题，培养数学建模的核心素养．
3．借助对实际问题的求解，提升逻辑推理及数学运算的核心素养．
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学校或班级举行活动，通常需要张贴海报进行宣传．现让你设计一张如图所示的竖向张贴的海报，要求版心面积为128 dm2，上、下两边各空2 dm，左右两边各空1 dm.如何设计海报的尺寸，才能使四周空心面积最小？
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知识点1　函数图象的画法
函数f (x)的图象直观地反映了函数f (x)的性质．通常，按如下步骤画出函数f (x)的图象：
(1)求出函数f (x)的定义域；
(2)求导数f ′(x)及函数f ′(x)的零点；
(3)用f ′(x)的零点将f (x)的定义域划分成若干个区间，列表给出f ′(x)在各区间上的正负，并得出f (x)的单调性与极值；
(4)确定f (x)的图象所经过的一些特殊点，以及图象的变化趋势；

(5)画出f (x)的大致图象．
知识点2　用导数解决优化问题的基本思路
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[知识拓展]　解决生活中优化问题应注意的问题
(1)在建立函数模型时，应根据实际问题确定出函数的定义域．
(2)求实际问题的最大(小)值时，一定要从问题的实际意义去考查，不符合实际意义的应舍去，如：长度、宽度应大于0，销售价为正数等．
[image: image6.png]


1.炼油厂某分厂将原油精炼为汽油，需对原油进行冷却和加热，如果第x小时，原油温度(单位：℃)为f (x)＝ eq \f(1,3)x3－x2＋8(0≤x≤5)，那么原油温度的瞬时变化率的最小值是(　　)
A．8    
B． eq \f(20,3) 

C．－1    
D．－8
C　[由题意，f ′(x)＝x2－2x＝(x－1)2－1，

∵0≤x≤5，∴x＝1时，f ′(x)的最小值为－1，

即原油温度的瞬时变化率的最小值是－1.]
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2.已知某生产厂家的年利润y(单位：万元)与年产量x(单位：万件)的函数关系式为y＝－ eq \f(1,3)x3＋81x－234，则使该生产厂家获取最大年利润的年产量为(　　)
A．13万件    
B．11万件
C．9万件    
D．7万件
C　[由题意得，y′＝－x2＋81，令y′＝0，解得x＝9或x＝－9(舍去).
当0＜x＜9时，y′＞0；当x＞9时，y′＜0.
故当x＝9时，y取得极大值，也是最大值．]
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 类型1　利用导数研究函数的图象
【例1】　函数y＝ eq \f(x3,ex)(其中e为自然对数的底数)的大致图象是(　　)
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A　　　　　　　　B
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C　　　　　　　　D
B　[法一：由函数y＝ eq \f(x3,ex)可知，当x＝0时，y＝0，排除C；
当x＜0时，y＜0，排除A；
y′＝ eq \f(3x2ex－x3ex,(ex)2)＝ eq \f(x2(3－x),ex)，

当x＜3时，y′＞0，当x＞3时，y′＜0，

∴函数在(0，＋∞)上先增后减．故选B.
法二：由函数y＝ eq \f(x3,ex)可知，当x＝0时，y＝0，排除C；当x＜0时，y＜0，排除A；当x→＋∞时，y→0.故选B.]
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由解析式研究图象常用的方法
根据解析式判断函数的图象时，综合应用各种方法，如判断函数的奇偶性、定义域、特殊值和单调性，有时还要用导数研究函数的极值点，甚至最值等．
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[跟进训练]
1．函数f (x)＝ex2－2x2的图象大致为(　　)
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A　　　　　　　　　B
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C　　　　　　　　　D
A　[∵f (x)＝f (－x)，当x＞0时，f ′(x)＝ex2·2x－4x，令f ′(x)＝0，则2x(ex2－2)＝0⇒x＝ eq \r(ln 2)∈(0，1)，且f ( eq \r(ln 2))＝2－2ln 2＞0，∴当x＞0时，f (x)＞0，且只有一个极值点，∴排除B，C，D.故选A.]
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 类型2　用导数研究方程的根
【例2】　设函数f (x)＝ eq \f(x2,2)－k ln x，k＞0.
(1)求f (x)的单调区间和极值；
(2)证明：若f (x)存在零点，则f (x)在区间(1， eq \r(e)]上仅有一个零点．
[解]　(1)由f (x)＝ eq \f(x2,2)－k ln x(k＞0)得f ′(x)＝x－ eq \f(k,x)＝ eq \f(x2－k,x)，

由f ′(x)＝0解得x＝ eq \r(k).
f (x)与f ′(x)在区间(0，＋∞)上的变化情况如下表：
	x
	(0， eq \r(k))
	 eq \r(k)
	( eq \r(k)，＋∞)

	f ′(x)
	－
	0
	＋

	f (x)
	
	 eq \f(k(1－ln k),2)
	


所以f (x)的单调递减区间是(0， eq \r(k))，单调递增区间是( eq \r(k)，＋∞)，f (x)在x＝ eq \r(k)处取得极小值f ( eq \r(k))＝ eq \f(k(1－ln k),2)，无极大值．
(2)证明：由(1)知，f (x)在区间(0，＋∞)上的最小值为f ( eq \r(k))＝ eq \f(k(1－ln k),2).
因为f (x)存在零点，所以 eq \f(k(1－ln k),2)≤0，从而k≥e.
当k＝e时，f (x)在区间(1， eq \r(e))上单调递减，且f ( eq \r(e))＝0，

所以x＝ eq \r(e)是f (x)在区间(1， eq \r(e)]上的唯一零点．
当k＞e时，f (x)在区间(0， eq \r(e))上单调递减，且f (1)＝ eq \f(1,2)＞0，f ( eq \r(e))＝ eq \f(e－k,2)＜0，

所以f (x)在区间(1， eq \r(e)]上仅有一个零点．
综上可知，若f (x)存在零点，则f (x)在区间(1， eq \r(e)]上仅有一个零点．
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与函数零点有关的问题
与函数零点有关的问题，往往利用导数研究函数的单调性和极值点，并结合特殊点判断函数的大致图象，讨论图象与x轴的位置关系(或者转化为两个熟悉函数的图象交点问题)，确定参数的取值范围．
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[跟进训练]
2．若方程ax＝x(a＞0，a≠1)有两个不等实根，求实数a的取值范围．
[解]　由ax＝x知x＞0，故x ln a－ln x＝0⇒ln a＝ eq \f(ln x,x)，
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令f (x)＝ eq \f(ln x,x)(x＞0)，则
f ′(x)＝ eq \f(1－ln x,x2).
当x∈(0，e)时，f ′(x)＞0，

f (x)单调递增；
当x∈(e，＋∞)时，f ′(x)＜0，f (x)单调递减，

故当x＝e时，f (x)取得最大值f (e)＝ eq \f(1,e)，即ln a＜ eq \f(1,e)，即a＜e eq \s\up8(\f(1,e)).画出函数y＝ax(a＞0，a≠1)与y＝x的图象，结合图象可知，若方程ax＝x(a＞0，a≠1)有两个不等实根，则a＞1.综上可知，实数a的取值范围为 eq \b\lc\(\rc\)(\a\vs4\al\co1(1，e\s\up8(\f(1,e)))).
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 类型3　导数在生活实际问题中的应用
[image: image21.png]


角度1　用料最省、成本(费用)最低问题
【例3】　为了在夏季降温和冬季供暖时减少能源损耗，房屋的屋顶和外墙需要建造隔热层．某幢建筑物要建造可使用20年的隔热层，每厘米厚的隔热层建造成本为6万元．该建筑物每年的能源消耗费用C(单位：万元)与隔热层厚度x(单位：cm)满足关系：C(x)＝ eq \f(k,3x＋5)(0≤x≤10)，若不建隔热层，每年能源消耗费用为8万元．设f (x)为隔热层建造费用与20年的能源消耗费用之和．
(1)求k的值及f (x)的表达式；
(2)隔热层修建多厚时，总费用f (x)达到最小？并求最小值．
[思路探究]　(1)由C(0)＝8可求k的值从而求出f (x)的表达式．
(2)求函数式f (x)的最小值．
[解]　(1)由题设，每年能源消耗费用为C(x)＝ eq \f(k,3x＋5)(0≤x≤10)，再由C(0)＝8，得k＝40，因此C(x)＝ eq \f(40,3x＋5).
而建造费用为C1(x)＝6x.
最后得隔热层建造费用与20年的能源消耗费用之和为f (x)＝20C(x)＋C1(x)＝20× eq \f(40,3x＋5)＋6x＝ eq \f(800,3x＋5)＋6x(0≤x≤10).
(2)f ′(x)＝6－ eq \f(2 400,(3x＋5)2)，

令f ′(x)＝0，即 eq \f(2 400,(3x＋5)2)＝6，

解得x＝5或x＝－ eq \f(25,3)(舍去).
当0<x<5时，f ′(x)<0，

当5<x<10时，f ′(x)>0，故x＝5是f (x)的最小值点，对应的最小值为f (5)＝6×5＋ eq \f(800,15＋5)＝70.
当隔热层修建5 cm厚时，总费用达到最小值70万元．
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求解优化问题中的最小值问题的思路
在实际生活中关于用料最省、费用最低、损耗最小、用时最短等问题，一般情况下都需要利用导数求解相应函数的最小值．若求出极值点(注意根据实际意义舍去不合适的极值点)后，函数在该点附近满足“左减右增”，则此时唯一的极小值就是所求的函数的最小值．
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[跟进训练]
3．已知A，B两地相距200千米，一只船从A地逆水航行到B地，水速为8千米/时，船在静水中的航行速度为v千米/时(8＜v≤v0).若船每小时航行所需的燃料费与其在静水中的航行速度的平方成正比，当v＝12千米/时时，船每小时航行所需的燃料费为720元．为了使全程燃料费最省，船在静水中的航行速度v应为多少？
[解]　设船每小时航行所需的燃料费为y1元，比例系数为k(k＞0)，则y1＝kv2.∵当v＝12时，y1＝720，∴720＝k·122，得k＝5，则y1＝5v2.
设全程燃料费为y元，由题意，得y＝y1· eq \f(200,v－8)＝ eq \f(1 000v2,v－8)，

∴y′＝ eq \f(2 000v(v－8)－1 000v2,(v－8)2)＝ eq \f(1 000v2－16 000v,(v－8)2).
令y′＝0，解得v＝0(舍去)或v＝16.
若v0≥16，当v∈(8，16)时，y′＜0，y为减函数；当v∈(16，v0]时，y′＞0，y为增函数．故当v＝16千米/时时，y取得极小值，也是最小值，此时全程燃料费最省．
若v0＜16，则v∈(8，v0]，且y′＜0，y在(8，v0]上为减函数．故当v＝v0时，y取得最小值，此时全程燃料费最省．
综上可得，若v0≥16，则当v＝16千米/时时，全程燃料费最省，为32 000元；若v0＜16，则当v＝v0时，全程燃料费最省，为eq \o\al(\s\up1(2),\s\do1(0)) eq \f(1 000v,v0－8)
元．
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角度2　利润最大、效率最高问题
【例4】　某商场销售某种商品的经验表明，该商品每日的销售量y(单位：千克)与销售价格x(单位：元/千克)满足关系式y＝ eq \f(a,x－3)＋10(x－6)2，其中3＜x＜6，a为常数．已知销售价格为5元/千克时，每日可售出该商品11千克．
(1)求a的值；
(2)若该商品的成本为3元/千克，试确定销售价格x的值，使商场每日销售该商品所获得的利润最大．
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1．在实际问题中，如果在定义域内函数只有一个极值点，则函数在该点处取最值吗？
[提示]　根据函数的极值与单调性的关系可以判断，函数在该点处取最值，并且极小值点对应最小值，极大值点对应最大值．
2．你能列举几个有关利润的等量关系吗？
[提示]　(1)利润＝收入－成本．(2)利润＝每件产品的利润×销售件数．
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[解]　(1)因为x＝5时，y＝11，所以 eq \f(a,2)＋10＝11，a＝2.
(2)由(1)知，该商品每日的销售量y＝ eq \f(2,x－3)＋10(x－6)2，

所以商场每日销售该商品所获得的利润
f (x)＝(x－3) eq \b\lc\[\rc\](\a\vs4\al\co1(\f(2,x－3)＋10(x－6)2))
＝2＋10(x－3)(x－6)2，3＜x＜6，

从而，f ′(x)＝10[(x－6)2＋2(x－3)(x－6)]
＝30(x－4)·(x－6)，

令f ′(x)＝0，得x＝4或x＝6(舍去).
于是，当x变化时，f ′(x)，f (x)的变化情况如下表：
	x
	(3，4)
	4
	(4，6)

	f ′(x)
	＋
	0
	－

	f (x)
	
	极大值42
	


由上表可得，x＝4是函数f (x)在区间(3，6)内的极大值点，也是最大值点，

所以，当x＝4时，函数f (x)取得最大值，且最大值等于42.
故当销售价格为4元/千克时，商场每日销售该商品所获得的利润最大．
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利润最大问题是生活中常见的一类问题，一般根据“利润＝收入－成本”建立函数关系式，再利用导数求最大值．
解此类问题需注意两点：①价格要大于或等于成本，否则就会亏本；②销量要大于0，否则不会获利．
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[跟进训练]
4．某电子公司开发一种智能手机的配件，每个配件的成本是15元，销售价是20元，月平均销售a件，通过改进工艺，每个配件的成本不变，质量和技术含金量提高．市场分析的结果表明，如果每个配件的销售价提高的百分率为x(0＜x＜1)，那么月平均销售量减少的百分率为x2，记改进工艺后该电子公司销售该配件的月平均利润是y(元).
(1)写出y与x的函数关系式；
(2)改进工艺后，试确定该智能手机配件的售价，使电子公司销售该配件的月平均利润最大．

[解]　(1)改进工艺后，每个配件的销售价为20(1＋x)元，月平均销售量为a(1－x2)件，

则月平均利润y＝a(1－x2)·[20(1＋x)－15](元)，

∴y与x的函数关系式为y＝5a(1＋4x－x2－4x3)(0＜x＜1).
(2)y′＝5a(4－2x－12x2)，令y′＝0，得x1＝ eq \f(1,2)，x2＝－ eq \f(2,3)(舍)，

当0＜x＜ eq \f(1,2)时，y′＞0； eq \f(1,2)＜x＜1时，y′＜0，

∴函数y＝5a(1＋4x－x2－4x3)(0＜x＜1)在x＝ eq \f(1,2)时取得极大值也是最大值，

故改进工艺后，每个配件的销售价为20× eq \b\lc\(\rc\)(\a\vs4\al\co1(1＋\f(1,2)))＝30元时，该电子公司销售该配件的月平均利润最大．
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1．某箱子的体积与底面边长x的关系为V(x)＝x2 eq \b\lc\(\rc\)(\a\vs4\al\co1(\f(60－x,2)))(0<x<60)，则当箱子的体积最大时，箱子底面边长为(　　)
A．30　 　　
B．40　　 

C．50　 　　
D．60

B　[V′(x)＝－ eq \f(3,2)x2＋60x＝－ eq \f(3,2)x(x－40)，

因为0＜x＜60，

所以当0＜x＜40时，V′(x)>0，

此时V(x)单调递增；
当40<x<60时，V′(x)<0，此时V(x)单调递减，所以V(40)是V(x)的极大值，即当箱子的体积最大时，箱子底面边长为40.]
2．设函数f (x)的导函数为f ′(x)，若f (x)为偶函数，且在(0，1)上存在极大值，则f ′(x)的图象可能为(　　)
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C　　　　　　　　D
C　[根据题意，f (x)为偶函数，则其导数f ′(x)为奇函数，结合函数图象可以排除B、D.又由于函数f (x)在(0，1)上存在极大值，则其导数图象在(0，1)上存在零点，且零点左侧导数值符号为正，右侧导数值符号为负，结合选项可以排除A，只有C选项符合题意，故选C.]
3．若方程x3－3x＋m＝0在[0，2]上有解，则实数m的取值范围是(　　)
A．[－2，2]
B．[0，2]
C．[－2，0]
D．(－∞，－2)∪(2，＋∞)
A　[方程x3－3x＋m＝0在[0，2]上有解，则－m＝x3－3x，x∈[0，2]，求实数m的取值范围可转化为求函数的值域问题．
令y＝x3－3x，x∈[0，2]，则y′＝3x2－3，

令y′＞0，解得x＞1，因此函数在[0，1)上单调递减，在(1，2]上单调递增，

又x＝1时，y＝－2；x＝2时，y＝2；x＝0时，y＝0，∴函数y＝x3－3x，x∈[0，2]的值域是[－2，2]，故－m∈[－2，2]，∴m∈[－2，2]，故选A.]
4．已知某矩形广场面积为4万平方米，则其周长至少为________米．
800　[设广场的长为x米，则宽为 eq \f(40 000,x)米，于是其周长为y＝2 eq \b\lc\(\rc\)(\a\vs4\al\co1(x＋\f(40 000,x)))(x>0)，所以y′＝2 eq \b\lc\(\rc\)(\a\vs4\al\co1(1－\f(40 000,x2)))，令y′＝0，解得x＝200(x＝－200舍去)，这时y＝800.当0<x<200时，y′<0；当x>200时，y′>0.所以当x＝200时，y取得最小值，故其周长至少为800米．]
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回顾本节知识，自我完成以下问题：
1．利用导数解决函数的零点问题的一般方法是什么？
[提示]　与函数零点有关的问题，往往利用导数研究函数的单调性和极值，并结合特殊点判断函数的大致图象，讨论图象与x轴的位置关系．
2．利用导数解决实际应用问题的一般方法是什么？
[提示]　(1)设出变量找出函数关系式，确定定义域；
(2)若函数f (x)在定义域内只有一个极值点x0，则不需与端点处函数值比较，f (x0)即是所求的最大值或最小值．
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