成套的课件成套的教案成套的试题成套的微专题尽在高中数学同步资源大全QQ群552511468也可联系微信fjmath加入百度网盘群4000G一线老师必备资料一键转存自动更新永不过期 

5.3.3　最大值与最小值
第1课时　最大值与最小值
[image: image1.png]



	1．理解函数最值的概念．了解函数的最值与极值的区别与联系．(难点)
2．会用导数求在给定区间上函数的最值．(重点)
	1．通过对函数最大(小)值概念的学习，培养直观想象核心素养．
2．借助函数最值的求解问题，提升数学运算的核心素养．
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如图为函数y＝f (x)，x∈[a，b]的图象．
[image: image4.png]



思考：(1)观察区间[a，b]上函数y＝f (x)的图象，试找出它的极大值、极小值．
(2)结合图象判断，函数y＝f (x)在区间[a，b]上是否存在最大值，最小值？若存在，分别为多少？
知识点1　最大值与最小值
(1)如果在函数定义域I内存在x0，使得对任意的x∈I，总有f (x)≤f (x0)，那么f (x0)为函数在定义域上的最大值．最大值是相对函数定义域整体而言的，如果存在最大值，那么最大值唯一．
(2)如果在函数定义域I内存在x0，使得对任意的x∈I，总有f (x)≥f (x0)，那么f (x0)为函数在定义域上的最小值．最小值是相对函数定义域整体而言的，如果存在最小值，那么最小值唯一．
[知识拓展]　函数的极值与最值的区别
函数的最大值和最小值是一个整体性概念，最大值必须是整个区间内所有函数值中的最大值；最小值必须是整个区间内所有函数值中的最小值．
函数的最大值、最小值是比较整个定义区间的函数值得出的，函数的极值是比较极值点附近的函数值得出的，函数的极值可以有多个，但最值只能有一个；极值只能在区间内取得，最值则可以在端点取得；有极值的未必有最值，有最值的未必有极值；极值有可能成为最值，最值只要不在端点必定是极值．

知识点2　求函数f (x)在闭区间[a，b]上的最值的步骤
　第一步　求f (x)在区间(a，b)上的极值．
第二步　将第一步中求得的极值与f (a)，f (b)比较，得到f (x)在区间[a，b]上的最大值与最小值．
[image: image5.png]


1.函数f (x)＝ eq \f(x,ex)在区间[2，4]上的最小值为(　　)
A．0    
B． eq \f(1,e) 

C． eq \f(4,e4)    
D． eq \f(2,e2)
C　[f ′(x)＝ eq \f(ex－xex,(ex)2)＝ eq \f(1－x,ex)，当x∈[2，4]时，f ′(x)＜0，即函数f (x)在区间[2，4]上是单调递减函数，故当x＝4时，函数f (x)有最小值 eq \f(4,e4).]
[image: image6.png]


2.如图所示，函数f (x)的导函数图象是一条直线，则(　　)
[image: image7.png]=Y




A．函数f (x)没有最大值也没有最小值
B．函数f (x)有最大值，没有最小值
C．函数f (x)没有最大值，有最小值
D．函数f (x)有最大值也有最小值
C　[由函数图象可知，函数只有一个极小值点，且函数在此处取得最小值，没有最大值．故选C.]
[image: image8.png]


3.函数y＝3x－4x3在区间[0，2]上的最大值是(　　)
A．1    
B．2 

C．0    
D．－1
A　[设f (x)＝3x－4x3，∴f ′(x)＝－12x2＋3＝3(2x＋1)(1－2x).∵x∈[0，2]，

∴当x＝ eq \f(1,2)时，f ′(x)＝0.
又f (0)＝0，f   eq \b\lc\(\rc\)(\a\vs4\al\co1(\f(1,2)))＝1，f (2)＝－26，

∴函数y＝3x－4x3在区间[0，2]上的最大值是1.]
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 类型1　求函数的最值
[image: image11.png]


角度1　不含参数的函数最值
【例1】　求下列各函数的最值．
(1)f (x)＝3x3－9x＋5，x∈[－2，2]；
(2)f (x)＝sin 2x－x，x∈ eq \b\lc\[\rc\](\a\vs4\al\co1(－\f(π,2)，\f(π,2))).

[解]　(1)f ′(x)＝9x2－9＝9(x＋1)(x－1)，

令f ′(x)＝0得x＝－1或x＝1.
当x变化时，f ′(x)，f (x)变化状态如下表：
	x
	－2
	(－2，－1)
	－1
	(－1，1)
	1
	(1，2)
	2

	f ′(x)
	
	＋
	0
	－
	0
	＋
	

	f (x)
	－1
	
	11
	
	－1
	
	11


从表中可以看出，当x＝－2时或x＝1时，函数f (x)取得最小值－1.
当x＝－1或x＝2时，函数f (x)取得最大值11.
(2)f ′(x)＝2cos 2x－1，令f ′(x)＝0，得cos 2x＝ eq \f(1,2)，

又∵x∈ eq \b\lc\[\rc\](\a\vs4\al\co1(－\f(π,2)，\f(π,2)))，∴2x∈[－π，π].
∴2x＝± eq \f(π,3).∴x＝± eq \f(π,6).
∴函数f (x)在 eq \b\lc\[\rc\](\a\vs4\al\co1(－\f(π,2)，\f(π,2)))上的两个极值分别为
f  eq \b\lc\(\rc\)(\a\vs4\al\co1(\f(π,6)))＝ eq \f(\r(3),2)－ eq \f(π,6)，f  eq \b\lc\(\rc\)(\a\vs4\al\co1(－\f(π,6)))＝－ eq \f(\r(3),2)＋ eq \f(π,6).
又f  eq \b\lc\(\rc\)(\a\vs4\al\co1(\f(π,2)))＝－ eq \f(π,2)，f  eq \b\lc\(\rc\)(\a\vs4\al\co1(－\f(π,2)))＝ eq \f(π,2).
比较以上函数值可得f (x)max＝ eq \f(π,2)，f (x)min＝－ eq \f(π,2).
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角度2　含参数的函数最值
【例2】　设函数f (x)＝1＋(1＋a)x－x2－x3，其中a＞0.
(1)讨论f (x)在其定义域上的单调性；
(2)当x∈[0，1]时，求f (x)取得最大值和最小值时的x的值．
[思路探究]　(1)求导后，观察Δ的符号讨论单调性．
(2)根据第(1)问，讨论极值点与区间的关系，从而求出最值，进而求出取最值时x值．
[解]　(1)f (x)的定义域为R，f ′(x)＝1＋a－2x－3x2.
令f ′(x)＝0，得x1＝ eq \f(－1－\r(4＋3a),3)，x2＝ eq \f(－1＋\r(4＋3a),3)，x1＜x2，

所以f ′(x)＝－3(x－x1)(x－x2).
当x＜x1或x＞x2时，f ′(x)＜0；当x1＜x＜x2时，f ′(x)＞0.故f (x)在(－∞，x1)和(x2，＋∞)上单调递减，在(x1，x2)上单调递增．
(2)因为a＞0，所以x1＜0，x2＞0.
①当a≥4时，x2≥1.由(1)知，f (x)在[0，1]上单调递增，所以f (x)在x＝0和x＝1处分别取得最小值和最大值．
②当0＜a＜4时，x2＜1.由(1)知，f (x)在[0，x2]上单调递增，在[x2，1]上单调递减，因此f (x)在x＝x2＝ eq \f(－1＋\r(4＋3a),3)处取得最大值．
又f (0)＝1，f (1)＝a，所以当0＜a＜1时，f (x)在x＝1处取得最小值；
当a＝1时，f (x)在x＝0和x＝1处同时取得最小值；
当1＜a＜4时，f (x)在x＝0处取得最小值．
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求函数最值的着眼点
(1)从极值点和端点处找最值
求函数的最值需先确定函数的极值，如果只是求最值，那么就不需要讨论各极值是极大值还是极小值，只需将各极值和端点的函数值进行比较即可求出最大值和最小值．
(2)单调区间取端点
当图象连续不断的函数f (x)在[a，b]上单调时，其最大值和最小值分别在两个端点处取得．
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[跟进训练]
1．已知函数f (x)＝ex cos x－x.
(1)求曲线y＝f (x)在点(0，f (0))处的切线方程；
(2)求函数f (x)在区间 eq \b\lc\[\rc\](\a\vs4\al\co1(0，\f(π,2)))上的最大值和最小值．
[解]　(1)因为f (x)＝ex cos x－x，所以
f ′(x)＝ex(cos x－sin x)－1，f ′(0)＝0.
又因为f (0)＝1，所以曲线y＝f (x)在点(0，f (0))处的切线方程为y＝1.
(2)设h(x)＝ex(cos x－sin x)－1，则
h′(x)＝ex(cos x－sin x－sin x－cos x)＝－2ex sin x．
当x∈ eq \b\lc\(\rc\)(\a\vs4\al\co1(0，\f(π,2)))时，h′(x)＜0，所以h(x)在区间 eq \b\lc\[\rc\](\a\vs4\al\co1(0，\f(π,2)))上单调递减．
所以对任意x∈ eq \b\lc\(\rc\](\a\vs4\al\co1(0，\f(π,2)))有h(x)＜h(0)＝0，即f ′(x)＜0.
所以函数f (x)在区间 eq \b\lc\[\rc\](\a\vs4\al\co1(0，\f(π,2)))上单调递减．
因此f (x)在区间 eq \b\lc\[\rc\](\a\vs4\al\co1(0，\f(π,2)))上的最大值为f (0)＝1，最小值为f  eq \b\lc\(\rc\)(\a\vs4\al\co1(\f(π,2)))＝－ eq \f(π,2).
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 类型2　用导数证明不等式
【例3】　当x＞0时，证明：不等式ln (x＋1)＞x－ eq \f(1,2)x2.

[思路探究]　利用导数证明不等式，首先要构造两边式子的差为新函数f (x)＝ln (x＋1)－x＋ eq \f(1,2)x2.因此要证明原不等式，即证f (x)＞0在x＞0时恒成立．
[证明]　设f (x)＝ln (x＋1)－x＋ eq \f(1,2)x2，则f ′(x)＝ eq \f(1,1＋x)－1＋x＝ eq \f(x2,1＋x).
当x∈(－1，＋∞)时，f ′(x)＞0，

∴f (x)在(－1，＋∞)上是增函数．
于是当x＞0时，f (x)＞f (0)＝0，

∴当x＞0时，不等式ln (x＋1)＞x－ eq \f(1,2)x2成立．
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证明不等式f (x)＞g(x)，x∈(a，b)的步骤
(1)将要证明的不等式f (x)＞g(x)移项可以转化为证明f (x)－g(x)＞0；
(2)构造函数F(x)＝f (x)－g(x)，研究F(x)的单调性；
(3)若[f (x)－g(x)]′＞0，说明函数F(x)＝f (x)－g(x)在(a，b)上是增函数，只需保证F(a)＞0；
(4)若[f (x)－g(x)]′＜0，说明函数F(x)＝f (x)－g(x)在(a，b)上是减函数，只需保证F(b)＞0.
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[跟进训练]
2．证明不等式x－sin x＜tan x－x，x∈ eq \b\lc\(\rc\)(\a\vs4\al\co1(0，\f(π,2))).

[证明]　令f (x)＝tan x－2x＋sin x，x∈ eq \b\lc\(\rc\)(\a\vs4\al\co1(0，\f(π,2)))，

则f ′(x)＝ eq \b\lc\(\rc\)(\a\vs4\al\co1(\f(sin x,cos x)))′－(2x)′＋(sin x)′
＝ eq \f(cos2x＋sin2x,cos2x)－2＋cosx
＝ eq \f(1＋cos3x－2cos2x,cos2x)
＝ eq \f(1－cos2x＋cos3x－cos2x,cos2x)
＝ eq \f((1－cosx)(1＋cos x－cos2x),cos2x)
＝ eq \f((1－cosx)(cos x＋sin2x),cos2x).
∵x∈ eq \b\lc\(\rc\)(\a\vs4\al\co1(0，\f(π,2)))，∴1－cosx＞0，cos x＋sin2x＞0，

∴f ′(x)＞0，∴f (x)在 eq \b\lc\(\rc\)(\a\vs4\al\co1(0，\f(π,2)))上单调递增，

∴f (x)＞f (0)＝0，即tanx－2x＋sin x＞0，

即x－sin x＜tan x－x.
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 类型3　已知函数最值求参数
【例4】　已知函数f (x)＝ax3－6ax2＋b(a＞0)，x∈[－1，2]的最大值是3，最小值为－29.求a，b的值．

[解]　求导得f ′(x)＝3ax2－12ax＝3ax(x－4)，

令f ′(x)＝0，得x1＝0，x2＝4(舍去).
∵a>0，

∴x变化时，f ′(x)，f (x)的变化情况如下表：
	x
	－1
	(－1，0)
	0
	(0，2)
	2

	f ′(x)
	
	＋
	0
	－
	

	f (x)
	－7a＋b
	
	b
	
	－16a＋b


由表可知，当x＝0时，f (x)取得极大值b，也就是函数在[－1，2]上的最大值，∴f (0)＝b＝3.
又f (－1)＝－7a＋3，f (2)＝－16a＋3<f (－1)，

∴f (2)＝－16a＋3＝－29，解得a＝2.故a＝2，b＝3.
[母题探究]
1．(变条件)本例中“a＞0”改为“a＜0”，求a，b的值．
[解]　由例题解析知，当a<0时，同理可得，当x＝0时，f (x)取得极小值b，也就是函数在[－1，2]上的最小值，∴f (0)＝b＝－29.又f (－1)＝－7a－29，

f (2)＝－16a－29>f (－1)，

∴f (2)＝－16a－29＝3，解得a＝－2.
故a＝－2，b＝－29.
2．(变条件，变结论)设函数f (x)＝tx2＋2t2x＋t－1的最小值为h(t)，且h(t)＜－2t＋m对t∈(0，2)恒成立，求实数m的取值范围．
[解]　∵f (x)＝t(x＋t)2－t3＋t－1(x∈R，t>0)，

∴当x＝－t时，f (x)取最小值f (－t)＝－t3＋t－1，

即h(t)＝－t3＋t－1.
令g(t)＝h(t)－(－2t＋m)＝－t3＋3t－1－m，

由g′(t)＝－3t2＋3＝0，得t＝1或t＝－1(不合题意，舍去).
当t变化时，g′(t)，g(t)的变化情况如下表：
	t
	(0，1)
	1
	(1，2)

	g′(t)
	＋
	0
	－

	g(t)
	
	极大值1－m
	


∴g(t)在(0，2)内有最大值g(1)＝1－m.
h(t)<－2t＋m在(0，2)内恒成立等价于g(t)<0在(0，2)内恒成立，即等价于1－m<0.∴m的取值范围为(1，＋∞).
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由函数的最值来确定参数的值或取值范围是利用导数求函数最值问题的逆向运用，这类问题的解题步骤是：
(1)求导数f ′(x)，并求极值；
(2)利用单调性，将极值与端点处的函数值进行比较，确定函数的最值，若参数的变化影响着函数的单调性，要对参数进行分类讨论；
(3)利用最值列关于参数的方程(组)，解方程(组)即可．
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1．函数y＝ eq \f(ln x,x)的最大值为(　　)
A．e－1    
B．e 

C．e2    
D．10

A　[令y′＝ eq \f(1－ln x,x2)＝0⇒x＝e.当x＞e时，y′＜0；当0＜x＜e时，y′＞0，所以y极大值＝e－1，因为在定义域内只有一个极值，所以ymax＝e－1.]
2．若函数f (x)＝x3－x2－x＋2m在区间[0，2]上的最大值是4，则m的值为(　　)
A．3    
B．1 

C．2    
D．－1
B　[f ′(x)＝3x2－2x－1，令f ′(x)＝0，解得x＝－ eq \f(1,3)(舍去)或x＝1.又f (0)＝2m，f (1)＝2m－1，f (2)＝2m＋2，

则f (2)最大，所以2m＋2＝4，所以m＝1.故选B.]
3．设函数f (x)＝x3－ eq \f(x2,2)－2x＋5，若对任意x∈[－1，2]，都有f (x)＞m，则实数m的取值范围是________．
 eq \b\lc\(\rc\)(\a\vs4\al\co1(－∞，\f(7,2)))　[f ′(x)＝3x2－x－2＝0，x＝1或x＝－ eq \f(2,3).
f (－1)＝ eq \f(11,2)，f   eq \b\lc\(\rc\)(\a\vs4\al\co1(－\f(2,3)))＝ eq \f(157,27)，f (1)＝ eq \f(7,2)，f (2)＝7，

∴m＜ eq \f(7,2).]
4．已知a是实数，函数f (x)＝x2(x－a)，求f (x)在区间[0，2]上的最大值．
[解]　f ′(x)＝3x2－2ax.
令f ′(x)＝0，解得x1＝0，x2＝ eq \f(2a,3).
①当 eq \f(2a,3)≤0，即a≤0时，

f (x)在[0，2]上单调递增，从而f (x)max＝f (2)＝8－4a.
②当 eq \f(2a,3)≥2，即a≥3时，f (x)在[0，2]上单调递减，从而f (x)max＝f (0)＝0.
③当0＜ eq \f(2a,3)＜2，即0＜a＜3时，f (x)在 eq \b\lc\[\rc\](\a\vs4\al\co1(0，\f(2a,3)))上单调递减，在 eq \b\lc\[\rc\](\a\vs4\al\co1(\f(2a,3)，2))上单调递增，

从而f (x)max＝ eq \b\lc\{(\a\vs4\al\co1(8－4a(0＜a≤2)，,0(2＜a＜3).))
综上所述，f (x)max＝ eq \b\lc\{(\a\vs4\al\co1(8－4a(a≤2)，,0(a＞2).))
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回顾本节知识，自我完成以下问题：
1．求函数最值的步骤有哪些？
[提示]　①求f (x)在区间(a，b)上的极值．
②将第①步中求得的极值与f (a)，f (b)比较，得到f (x)在区间[a，b]上的最大值与最小值．
2．当函数的解析式中含有参数时，如何求函数的最值？
[提示]　解析式中含参数的最值问题应分析参数对函数单调性的影响，然后分类讨论确定函数的最值．
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