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函数的奇偶性、对称性和周期性是函数
的重要性质，是研究函数的重要工具，也是近
两年全国卷反复考查的热点． 含有对称轴或
对称中心的抽象函数问题往往条件比较隐
蔽，考生需要根据已知条件进行恰当的转化，
判断其周期性，进而揭示问题的本质，达到简
便计算的目的．

一、关于抽象函数对称性和周期性的二
级结论

1．函数的对称性
设点 P( a + x，f( a + x) ) ，Q( a － x，f( a －

x) ) ，则由中点公式可知函数 y = f( x) 的图象关
于点M( a，b) 对称，当且仅当 f( a － x) + f( a + x)
= 2b;函数y = f( x) 的图象关于直线x = a对称，
当且仅当 f( a － x) = f( a + x) ．由此可得到

结论 1 ( 1) 函数 f( x) 的图象关于点( a，
b) 中心对称，当且仅当 f( a － x) + f( a + x) =
2b; ( 2) 函数 f( x) 的图象关于直线 x = a 对
称，当且仅当 f( a － x) = f( a + x) ．

变式 1 若 f( a － x) + f( b + x) = c，则函

数 f( x) 的图象关于点 a + b
2 ，c( )2

中心对称;

若 f( a － x) = f( b + x) ，则函数 f( x) 的图象关

于直线 x = a + b
2 对称．

变式 2 若 f( a － ωx) + f( a + ωx) = 2b，
则函数 f( x) 的图象关于点 ( a，b) 中心对称;
若 f( a － ωx) = f( a + ωx) ，则函数 f( x) 的图象
关于直线 x = a对称．

评注 这里的结论 1 是函数奇偶性概念
的拓展，变式 2 说明伸缩变换不改变函数的对
称特征．

2．函数的周期性
结论 2 ( 1) 若 f( a + x) = f( b + x) ( a≠

b) ，则函数 f( x) 以 T = | a － b | 为周期; ( 2) 若
f( a + x) + f( b + x) = c( a≠ b) ，则函数 f( x)
以 T = 2 | a － b | 为周期．

证明 ( 1) 略．
( 2) 在 f( a + x) + f( b + x) = c中，以 x －

b 替换 x，得
f( x + a － b) + f( x) = c． ①

在① 式中以 x + a － b 替换 x，得
f( x + 2a － 2b) + f( x + a － b) = c． ②
由① ② 两式相减，可得 f( x + 2a － 2b) =

f( x) ．所以函数 f( x) 以 T = 2 | a － b | 为周期．
3．函数对称性与周期性的联系
由函数对称性与周期性的概念，可证明
结论 3 ( 1) 若函数 f( x) 的图象关于两

条直线 x = a，x = b( a≠ b) 对称，则 f( x) 以
T = 2 | a － b | 为周期;

( 2) 若函数 f( x) 的图象关于两个点( a，
c) ，( b，c) ( a≠ b) 对称，则 f( x) 以 T = 2 | a －
b | 为周期;

( 3) 若函数 f( x) 的图象关于直线 x = a
和点( b，c) ( a≠ b) 对称，则 f( x) 以 T = 4 | a
－ b | 为周期

4．原函数与其导函数图象对称性的联系
结论 4 已知函数 f( x) 及其导函数

g( x) = f '( x) 的定义域均为 Ｒ．
( 1) 若 f( x) 的图象关于点( a，b) 中心对

称，则 g( x) 的图象关于直线 x = a对称;反之
亦然．

( 2) 若 f( x) 的图象关于直线 x = a对称，
则 g( x) 的图象关于点( a，0) 中心对称; 反之
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亦然．
证明 ( 1) 由 f( x) 的图象关于点( a，b)

中心对称，得 f( x) + f( 2a － x) = 2b． 两边求
导，得 f '( x) = f '( 2a － x) ，即 g( x) = g( 2a －
x) ，所以函数 g( x) 的图象关于 x = a对称．

反之，若 g( x) 的图象关于 x = a对称，则
g( x) = g( 2a － x) ，即 f '( x) = f '( 2a － x) ．构
造 h( x) = f( x) + f( 2a － x) ，则 h'( x) = 0，可
得 h( x) = f( x) + f( 2a － x) = 2b( b为某一常
数) ，即 f( x) 的图象关于点( a，b) 中心对称．

( 2) 证明过程与( 1) 类似，这里从略．
评注 反映到几何上，以点 ( a，b) 为对

称中心的函数 f( x) 图象在对称的两点处的切
线斜率相等，即其导函数图象上对应的两点
关于直线 x = a对称;关于直线 x = a对称的函
数 f( x) 在对称的两点处的切线斜率为相反
数，即其导函数图象上对应的两点关于点( a，
0) 中心对称．

二、应用举例
例 1 ( 2021 年全国甲卷高考题) 设函数

f( x) 的定义域为Ｒ，f( x + 1) 为奇函数，f( x +
2) 为偶函数，当 x∈［1，2］时，f( x) = ax2 +

b．若 f( 0) + f( 3) = 6，则 f( )9
2

= ( )

( A) － 9
4 ( B) － 3

2 ( C) 7
4 ( D) 5

2
解 由 f( x + 1) 是奇函数，得 f( － x + 1)

+ f( x + 1) = 0，故 f( 1) = 0，f( 0) + f( 2) =
0，且由结论 1 知 f( x) 的图象关于点( 1，0) 中
心对称;又由 f( x + 2) 是偶函数，得 f( x + 2) =
f( － x + 2) ，故 f( x) 的图象关于直线 x = 2对
称，且 f( 3) = f( 1) = 0．综上，由结论3知 f( x)
以 T = 4 为周期．

于是 f( 1) = a + b = 0，f( 0) + f( 3) =
－ f( 2) = － ( 4a + b) = 6，解得 a = － 2，b = 2．
所以 f( x) = － 2x2 + 2，x ∈ ［1，2］． 于是

f( )9
2

= f( )1
2

= － f( )3
2

= 5
2 ．选 D．

例 2 ( 2022 年全国乙卷高考题) 已知函
数 f( x) ，g( x) 的定义域均为 Ｒ，且 f( x) + g( 2
－ x) = 5，g( x) － f( x － 4) = 7．若 y = g( x) 的

图象关于直线 x = 2 对称，并且 g( 2) = 4，则

∑
22

k = 1
f( k) = ( )

( A) － 21 ( B) － 22 ( C) － 23 ( D) － 24
解 由 y = g( x) 的图象关于直线 x = 2

对称，得 g( 2 － x) = g( 2 + x) ．将条件代入，得
5 － f( x) = 7 + f( 2 － x) ，即

f( x) + f( 2 － x) = － 2， ①
亦即 f( x) 的图象关于点( 1，－ 1) 对称．

又因为 f( 2 － x) + g( x) = 5，g( x) － f( x
－ 4) = 7，两式相减得

f( 2 － x) + f( x － 4) = － 2， ②
即 f( x) 的图象关于点( － 1，－ 1) 对称．

综上，由结论 3 知 f( x) 以 T = 4 为周期．
在 f( 2 － x) + g( x) = 5 中令 x = 2，得

f( 0) + g( 2) = 5．又 g( 2) = 4，所以 f( 0) = 1．
由① 式分别令 x = － 1，x = 1，x = 0，可得到
f( － 1) = － 1，f( 1) = － 1，f( 2) = － 3．所以
h( n) = f( 4n － 1) + f( 4n) + f( 4n + 1) + f( 4n
+ 2) = f( － 1) + f( 0) + f( 1) + f( 2) = － 4，其
中 n∈ N．

所以∑
22

k =1
f( k) = f( 1) + f( 2) +∑

5

n =1
h( n) =

－ 1 － 3 + 5 × ( － 4) = － 24．选 D．
例 3 ( 2022 年全国 I 卷高考题 ) ( 多选

题) 已知函数 f( x) 及其导函数 f '( x) 的定义

域均为 Ｒ，记 g( x) = f '( x) ，若 f 3
2 － 2( )x ，

g( 2 + x) 均为偶函数，则( )

( A) f( 0) = 0 ( B) g －( )1
2

= 0

( C) f( － 1) = f( 4) ( D) g( － 1) = g ( 2)

解 由 f 3
2 － 2( )x 为偶函数，得 (f 3

2 －

2 )x = f 3
2 + 2( )x ，所以 f( x) 的图象关于直线

x = 3
2 对称，从而导函数 g( x) 的图象关于点

3
2 ，( )0 中心对称．

又由 g( 2 + x) 为偶函数，得 g( 2 + x) =
( 下转第 8 页)
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最大值．
 A

CDB

E
图 6
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图 7

生 13:我联想前面的坐标法，建立直角坐
标系如图 7，由条件 AD = 1，可设点 D( cos θ，

sin θ) ． 依题意可得到点 C 2

■3
sin θ，2sin( )θ ，

B 2cos θ － 2

■3
sin θ，( )0 ，且 | AC | = 4

■3
sin θ，

| AB | = 2cos θ － 2

■3
sin θ．

于是 SΔABC = 1
2 | AC | | AB | sin 60° =

■2 3
3 sin 2θ + π( )6

－■33 ，下面做法同生 12．

师: 这两位同学利用不同的方法来解决
问题，体现了他们对问题的有效观察和对基
本模型深刻的理解．

设计意图 在平时的教学中，我们应该
着力通过提出基本数学问题引发学生发现问
题和提出问题，使基本问题得以深化，促进学
生数学核心素养的落实．作为教师，需要在必

要的时候对学生加以引导，体会知识的本质．
上述通过构建基本知识模型提出问题和解决
问题的过程，是教师创设问题情境帮助学生
建构数学抽象、数学运算和数学建模的过程．

三、结束语
重视数学基本模型的构建是数学学习在

认识上的一个提升，这不仅有利于学生掌握
知识，形成自己的知识体系，加深对问题的理
解，还能更好地落实用数学的眼光观察世界、
用数学的思维思考世界、用数学的语言表达
世界，是培养数学核心素养的一种具体途径．

在日常教学中，教师要精心设计有价值
的基本模型供学生学习． 基本模型的素材可
来源于一些具有拓展性的、典型性的基本问
题和基本结论，也可以是教材的例题、课后习
题，以及高考真题、模拟题等． 本课通过构建
方程、基本不等式、函数等基本数学模型，从
不同的角度进行解答，彰显了数学思维之美．

实践证明:教师创设有效的问题情境，有
意识地培养学生构建数学模型的能力，多留
给学生发现问题和提出问题的机会，多让学
生去表达自己的想法和见解，长期下来，学生
的数学核心素养就能得到落实和发展．
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( 上接第 10 页)
g( 2 － x) ，所以 g( x) 的图象关于直线 x = 2对
称，从而原函数 f( x) 的图象关于点( 2，b) 中心
对称．

综上，f( x) 和 g( x) 都以 T = 2 为周期．
于是，由 f( 2) 的值不确定，知 f( 0) 的值也

不确定，选项 A 错误; 由 g( )3
2

= g －( )1
2

=

0，知选项 B正确;由变式1，在 f( x) = f( 3 － x)
中，令 x = － 1，得 f( － 1) = f( 4) ，选项 C正确;
由 g( x) + g( 3 － x) = 0中，令 x = 1，得 g( 2)

+ g( 1) = 0，即 g( 2) + g( － 1) = 0，所以选项
D错误．故选 BC．

思考 若改变 f 3
2 － 2( )x ，g( 2 + x) 的奇

偶性，不同的组合会得到哪些不同的结果?
函数的知识体系，一直是数学教学的重

点和难点，蕴含着数形结合、化归转化等重要
的数学思想，将函数的周期性与函数的对称
性有机结合，可以深刻地考查学生逻辑推理、
直观想象、数学运算、数学建模等数学核心素
养．
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