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摘 要：函数与方程思想是中学数学应用最为广泛的基本思
想之一，是解题过程的一个通性方法，可在处理实际应用、数
列、不等式、解析几何与立体几何问题过程发挥引导性的关
键作用.在应用过程中，需要强化学生的相关知识应用意识，
以及对问题进行化简化归的意识，以不断增强学生在相关问
题的思维能力，从而促进数学深度学习.
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函数与方程的思想是中学数学最具奠基性和总结性，应
用最为广泛的基本思想之一. 它是人们在概括了大量的数学
思维活动之后产生的一种能反映数学问题本质的认识.[ 1 ]函
数与方程思想渗透到中学数学各个领域，是历届高考考查的
重点内容.

在问题解决中应用函数思想，一般是指构造函数以将问
题中的数量关系化归为函数关系并利用所构造函数的性质
（定义域、值域、最值、单调性、奇偶性、周期性等）解决原型问
题的过程．在问题解决中应用方程思想，一般是指将问题中待
求的量设为未知数，将隐含的等量关系化归为方程（组）的等
式关系并通过解方程（组）达到解决原型问题的过程．

函数与方程思想可将待解决的问题转化为有固定解决
模式的函数与方程问题，二者关系密切：函数式 y=f（x）可视
为二元方程式 y-f（x）=0；函数 y=f（x）的零点即方程 y=f（x）=
0的解；函数 y=f（x）和 y=g（x）的图象交点的横坐标就是方程
f（x）=g（x）的解.方程问题和函数问题大都可以相互转化．

构造函数解析式、列方程（组）是应用函数方程思想的关
键，中学阶段，应用函数思想时构造的函数主要是低于四次
的整式函数、幂函数、指数函数、对数函数、三角函数等．应用
方程思想时列出的方程也大都是上述函数所对应的方程式．

高考通常使用选择题和填空题考查简单应用函数与方
程思想的能力，使用解答题在知识网络交汇处深层次考查综
合应用函数与方程思想的能力． 运用函数与方程思想可以处
理与函数建模有关的实际应用问题，也可以处理许多不等
式、数列、解几和立几问题．
1 运用函数与方程思想处理实际应用问题

例 1． 某地区有三个工厂，其位置分别可表示为矩形
ABCD 的顶点 A，B 和 CD的中点 P 处（如图 1），现已知 AB=

20 km，CB =10 km，为处理三个工厂排出的污水，须在矩形
ABCD 所在区域上（含边界），且与两点 A，B等距的点 O处
建一污水处理工厂，然后再铺设排污管道 AO，BO和 OP .假
设排污的管道总长为 y km．

图 1
（Ⅰ）按以下要求写出函数关系式：
①∠BAO=θ（rad），将 y表示为 θ的函数关系式；
②设 OP=x(km) ，将 y表示为 x的函数关系式．
（Ⅱ）请用（Ⅰ）中的某个函数关系式，确定污水处理工厂

的位置以使得三条排污管道的总长度最短．

分析：将 y表示成 θ的函数关系式时，0≤θ＜π4 ；将 y表

示成 x的函数关系式时，0≤x≤10．对涉及的最值问题可利用
函数的单调性质进行处理．

解：（Ⅰ）①由条件知两点 P、O均在线段 AB的垂直平分

线上，若∠BAO=θ（rad），则 OA=OB= 10
cosθ

，OP＝10-10tanθ，

所以 y=OA+OB+OP= 10
cosθ

+ 10
cosθ

+10-10tanθ，

所求函数关系式为 y= 20-10sinθ
cosθ

+10（0≤θ＜π4）．

②OP=x(km)，则OA=OB= （10-x）
2
+10

2■ = x2-20x+200■ ，

所求函数关系式为 y=x+2 x2-20x+200■ （0≤x≤10）．

（Ⅱ）选用①：y'= -10cosθ·cosθ-（20-10sinθ）（-sinθ）
cos2θ

= 10（2sinθ-1）
cos2θ

，

令 y'=0 得 sinθ= 1
2 ，因为 0＜θ＜π4 ，所以 θ=π6 ，

当 θ∈（0，π6 ）时，y'＜0，y 是 θ 的单调递减函数；当 θ∈

（π
6 ，

π
4）时，y'＞0，y是 θ的单调递增函数，所以当 θ=π6 时，
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ymin=10+10 3■ ． 此时，点 P恰好位于线段AB 的垂直平分线

上，且与 AB距离为 10 3■
3 km处．

评析：运用函数与方程思想处理实际应用问题时都有一
个建立函数模型的过程[ 2 ]，建模时首先要审清题意确定一个
自变量，并用它来表示其它各个变量，写出函数关系式后，要
依题设确定出自变量的范围．问题（Ⅱ）选用函数关系式时，通
过对比，选出的是一个使问题变得比较简单的关系式．
2 运用函数与方程思想处理数列问题

例 2．已知等差数列共有 10项，其中奇数项之和为 15，偶
数项之和为 30，则其公差是 ．

分析：奇数项与偶数项都构成公差为 2d的等差数列，列
出以等差数列的基本量为未知数的方程组，求公差可归结为
解方程组问题．

解：设等差数列的首项为 a1，公差为 d，据题意得：
5a1+20d=15
5a1+25d=3
{

0
解得 d=3，填 3．

评析：有关等差、等比数列基本量的计算问题大都可使
用方程思想进行处理．

例 3．已知数列 an{}的通项公式为 an=log2 n+1n+2
（n∈N*），

设数列前 n项和是 Sn，则使得 Sn＜-5可成立的自然数 n（ ）．
A．有最小值 63 B．有最大值 63
C．有最小值 31 D．有最大值 31
分析：用数列求和公式求得 Sn的函数式，再用 Sn＜-5转

化为不等式问题．

解：由 Sn=a1+a2+a3+……+an=log2（ 2
3 ·

3
4 ·

4
5 ·……·

n+1
n+2
）=log2 2

n+2
，因为 Sn＜-5，所以 log2 2

n+2
＜-5，即 2

n+2
＜2-5，

所以 n＞62，选 A．
评析：数列是特殊的函数，解题过程隐含使用了函数 Sn=

log2 2
n+2

的单调性．

3 运用函数与方程思想处理不等式问题
例 4．已知函数 f（x）=（a+1）lnx+ax2+1，a≤-2，求证：对任

意 x1，x2∈（0，+∞），都有不等式 f（x1）-f（x2）≥4 x1-x2 成立．
分析：先关注定义域，易得，a≤-2时 f'（x）=0的结论，可

假设 x1≥x2，则 f（x1）-f（x2）≥4 x1-x2 等价于 f（x2）+4x2≥
f（x1）+4x1，运用函数与方程思想构造函数 g（x）=f（x）+4x 后，
由 g（x）的导数判断单调性以探测结论．

解：f（x） 的定义域为（0，+∞），f'（x）= a+1
x

+2ax =

2ax2+a+1
x

．因为 a≤-2，故 f'（x）＜0, 所以 f（x）在（0，+∞）单调

递减，不妨假设 x1≥x2，所以 f（x1）-f（x2）≥4 x1-x2 等价于
f（x2）-f（x1）≥4x1-4x2，即 f（x2）+4x2≥f（x1）+4x1，

令 g（x）=f（x）+4x，g'（x）= a+1
x

+2ax+4＝ 2ax
2+4x+a+1
x

．

于是 g'（x）≤ -4x2+4x-1
x

＝ -（2x-1）2

x
≤0．

从而 g（x）在（0，+∞）单调减少，故 g（x1）≤g（x2），
即 f（x1）+4x1≤f（x2）+4x2，故对任意 x1，x2∈（0，+∞），都有

不等式 f（x1）-f（x2）≥4 x1-x2 成立．
评析：利用导数证明不等式的问题时，往往要运用函数

与方程思想构造一个函数，并使用导数判断函数的单调性．
例 5．证明不等式：

（1+1）（1+ 1
4）…（1+ 1

3n-2）＞ 3n+13
■ （n∈N）．

分析：原不等式可化为
（1+1）（1+ 1

4）…（1+ 1
3n-2）

3n+13
■

＞1，

n∈N，构造函数 f（n）=
（1+1）（1+ 1

4）…（1+ 1
3n-2）

3n+13
■

，欲证原

不等式，可倚函数单调性证得 f（n）＞1．

证明：构造函数 f（n）=
（1+1）（1+ 14）…（1+

1
3n-2）

3n+13
■

，n∈N，

f（n+1）
f（n）

=
（1+1）（1+ 14）…（1+

1
3n-2）（1+

1
3n+1）

3n+43
■

×

3n+13
■

（1+1）（1+ 14）…（1+
1

3n-2）
=
（1+ 1

3n+1）× 3n+13
■

3n+43
■

= （3n+2）3

（3n+1）2·（3n+4）
3

■ ，

又 f（n）＞0，所以 f（n+1）＞ f（n），即 f（n）单调递增，由

f（1）= 2
43

■
＞1可得 f（n）＞f（1）＞1，所以原不等式成立．

评析：对数列型的不等式往往可运用函数思想，通过函
数单调性进行证明．证法一般步骤为：要证 f（n）＞g（n），须构
造 h（n）=f（n）-g（n），以证得 h（n）是单调递增函数，且 h（1）＞0；

或者可构造 h（n）= f（n）
g（n）
（g（n）＞0），以证得 h（n）是单调递增

函数，且 h（1）＞1．
4 运用函数与方程思想处理解析几何问题

例 6．若 a,b,c∈R，且 a+b+c=0，求证：直线 ax+by+c=0恒
过某一定点.

分析：证明直线恒过某一定点的问题，可使用直线系方
程的知识将它转化为两条直线的交点问题，通过解方程组求
得定点的坐标. 但也可以直接将它归结为最简单的一元一次
方程的问题．

证明：由 a+b+c=0，且 a,b 不同时为 0，设 b≠0，将 a=-

（b+c）代入直线方程 ax+by+c=0，整理得（x－y）＋ c
b（x－1）＝0，
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由 c
b ∈R知关于 c

b 为未知数的一元一次方程（x－y）＋
c
b（x－

1）＝0的解集为 R.

所以
x-y=0
x-1={

0
解得 x＝1，y＝1，故直线 ax+by+c=0恒过定

点（1，1）.
评析：由已知条件 a+b+c=0容易看出直线 ax+by+c=0恒

过定点（1，1），但无法看出是否还存在其它类似的定点.
例 7．已知 △ABC的顶点 A的坐标为（－1，－4），∠B、∠C

的角平分线所在直线的方程分别为 l1：y+1=0，l2：x+y+1=0，求
边 BC所在直线的方程．

分析：通过图象容易看到，角平分线是其相邻两边所在
直线的对称轴，故点 A关于直线 l1：y+1=0的对称点为 A1在
BC直线上，点 A关于直线 l2：x+y+1=0的对称点为 A2也在直
线 BC上，求出 A1与 A2的坐标就可以求出边 BC所在直线
的方程．

解：设点 A（－1，－4）关于直线 l1：y+1=0的对称点为 A1

（x1，y1），则 x1=-1，y1=2，即 A1（-1，2），显然 A1（-1，2）点在直线
BC上.

再设点 A（－1，－4）关于 l2：x+y+1=0的对称点为 A2（x2，
y2），

则有

y2+4
x2+1

·（-1）=-1，

x2-1
2 + y2-4

2 +1=0

■
|
|
|
|
■
|
|
|
|
■

，
解得

x2=3，
y2=0
{

，
显然，点 A2（3，0）也

在直线 BC上.

易得 A2所在的直线方程的两点式为 y-2
0-2

= x+1
3+1

，

即 BC边所在直线的方程为 x+2y-3=0．
评析：画出图形，将问题直观化，就容易找到简单办法.

待定系数法运用的是方程思想．
5 运用函数与方程思想处理立体几何问题

例 8．如图 2所示，△ABC是等腰三角形，其底边AB=6 6■ ，
高 CD=3，点 E是线段 BD上不同于点 B、D的一个动点，点 F
在边 BC上，且 EF⊥AB，若沿着 EF将△BEF折起来一直到
△PEF所在位置，使得 PE⊥AE．试求四棱锥 P－ACFE体积的
最大值．

图 2

分析：容易看出求体积的最大值可转化为求函数的最大
值问题，不妨设 BE＝x，可先以 x表示底面 ACFE的面积与
高，再写出体积关于 x的函数表达式，求函数最值问题可使
用导数知识工具．

解：设 BE＝x，四棱锥 P－ACFE的体积为 V(x)．∵EF⊥AB，
∠PEF=∠BEF，∴EF⊥PE，由已知 PE⊥AE，EF∩AE=E，
∴PE⊥平面 ACFE，∵EF⊥AB，CD⊥AB，∴EF∥CD，

∴ EF
CD

= x
BD
，∴EF= CD

BD
x= x

6■
，

∴SACFE =S△ABC-S△BEF = 1
2 ×6 6■ ×3- 1

2 × 1
6■

x2

=9 6■ - 1
2 6■

x2，

∴V（x）= 1
3 SACFE×PE=3 6■ x- 1

6 6■
x3（0＜x＜3 6■ ）．

求导得 V'（x）=3 6■ - 1
2 6■

x2，由 V'（x）=0，得 x=6当

x∈（0，6）时，V'（x）＞0；当 x∈（6，+∞）时，V'（x）＜0，所以当 x=

6时，V'（x）取到最大值 12 6■ ．
评析：解决几何图形的动态变化问题，可分析各个量在

变化中的相互关系，以从中找出一个自变量，通过构造新的
函数以将问题化为函数的求值问题．

总之，在几何解题过程中，大都是将问题转化为解三角
形问题，而在代数与解析几何解题过程中，大都是将问题转
化为与函数、解方程或解不等式的问题.因而，函数与方程思
想在解题中的运用，代表着数学解题的一个重要转化与化归
方向，是日常数学解题的通性方法，需要解题者备加关注，通
过强化相关知识的应用意识，以及对问题进行化简化归的意
识，不断增强学生在处理相关问题方面的思维能力，从而促
进学生的数学深度学习[ 3 ]．
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