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———以相关高考试题为例
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（福建省莆田第一中学，３５１１００）

　 　 对称性是函数的基本性质之一，它从直

观上呈现出函数的姿态，给人一种“数学美”
的视觉冲击，同时也是激发学生发现美、欣赏

美的一个重要载体． 函数的对称性质备受命

题者的青睐，经常出现在高考试题中，且常考

常新，值得探究．
一、一个函数的对称性

１． 一个函数本身具备对称性

例 １　 （２０１３ 年新课标 Ⅰ 卷第 １５ 题） 设

当 ｘ ＝ θ时，函数 ｆ（ｘ） ＝ ｓｉｎ ｘ － ２ｃｏｓ ｘ取得最

大值，则 ｃｏｓ θ ＝ ．
分析 　 本题函数可化为 ｆ（ｘ） ＝ Ａｓｉｎ（ｘ ＋

φ） 的类型，从而可以借助直观想象，分析它的

图象、最值、极值、对称轴．

解 　 ｆ（ｘ） ＝ ５ ｓｉｎ（ｘ ＋ φ） (其中 ｃｏｓ φ ＝

５
５ ，ｓｉｎ φ ＝ － ２ ５

５ ) ，则 ｘ ＝ θ是函数 ｆ（ｘ） 的一

条对称轴，那么 ｆ（θ） ＝ ｓｉｎ θ － ２ｃｏｓ θ ＝ ５ ，
ｆ ′（θ） ＝ ｃｏｓ θ ＋ ２ｓｉｎ θ ＝ ０， 解得 ｃｏｓ θ ＝

－ ２ ５
５ ．

评注 　 充分利用三角函数的对称性与最

值、极值之间的关系可快速破解．
变式 　 （２０２２ 年新高考Ⅰ卷第１２ 题） 函

数 ｆ（ｘ） 及其导函数 ｆ ′（ｘ） 的定义域均为Ｒ，记

ｇ（ｘ） ＝ ｆ ′（ｘ），若 ｆ ３
２ － ２ｘ( )，ｇ（２ ＋ ｘ） 均为

偶函数，则（　 　 ）
（Ａ） ｆ（０） ＝ ０　 　

（Ｂ） ｇ － １
２( ) ＝ ０

（Ｃ） ｆ（ － １） ＝ ｆ（４）
（Ｄ） ｇ（ － １） ＝ ｇ （２）
分析 　 本题以抽象函数为载体，在 ２０２１

年新高考 Ⅱ 卷第 ８ 题的基础上又引入了导函

数的对称性，进一步探究原函数与导函数之

间的联系，对考生是一个挑战． 引入特殊函数

及其图象观察函数的性质，从而快速破解本

题．

解 　 依 题 意 ∀ｘ ∈ Ｒ，ｆ ３
２ － ２ｘ( ) ＝

ｆ ３
２ ＋ ２ｘ( )，则 ｆ ３

２ － ｘ( ) ＝ ｆ ３
２ ＋ ｘ( )，即 ｆ（ｘ）

图象关于直线 ｘ ＝ ３
２ 对称，易得 ｇ（ｘ） 图象关

于直线 ｘ ＝ ２ 对称，那么 ｆ（ｘ） 图象关于点（２，
ｆ（２）） 对称． 令 ｆ（ｘ） ＝ ２ ＋ ｓｉｎ πｘ，则 ｇ（ｘ） ＝
πｃｏｓ πｘ，从而选项 Ａ，Ｄ 错误，选项 Ｂ，Ｃ 正确．

２． 两个函数本身无对称性，它们的和函数

具备对称性

最常见的一类是由 ｆ（ｘ） 与 ｆ（ － ｘ） 构造的

奇函数或偶函数． 设下列函数的定义域关于

原点对称，那么它们都具备奇偶性．
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ｙ ＝ ｆ（ｘ） ＋ ｆ（ － ｘ）；

ｙ ＝ ｆ（ｘ） － ｆ（ － ｘ）；ｙ ＝ ｆ（ｘ），ｘ ＞ ０，
ｆ（ － ｘ），ｘ ＜ ０；{

ｙ ＝ ｆ（ｘ），ｘ ＞ ０，
－ ｆ（ － ｘ），ｘ ＜ ０．{

例 ２　 （２０１９ 年全国Ⅱ卷文科第 ６ 题） 设

ｆ（ｘ） 为奇函数，且当 ｘ ≥０ 时，ｆ（ｘ） ＝ ｅｘ － １，
则当 ｘ ＜ ０ 时，ｆ（ｘ） ＝ ．

（Ａ）ｅ －ｘ － １　 　 　 （Ｂ）ｅ －ｘ ＋ １
（Ｃ） － ｅ －ｘ － １ （Ｄ） － ｅ －ｘ ＋ １
例 ３　 （２０１９ 年北京卷理科第１３ 题） 设函

数 ｆ（ｘ） ＝ ｅｘ ＋ ａｅ －ｘ（ａ为常数） ． 若 ｆ（ｘ） 为奇函

数，则 ａ ＝ ．
变式 １　 （２０２０ 年全国卷 Ⅱ 理科第 ９ 题）

设函数 ｆ（ｘ） ＝ ｌｎ ｜ ２ｘ ＋ １ ｜ － ｌｎ ｜ ２ｘ － １ ｜ 则

ｆ（ｘ）（　 　 ）

（Ａ） 是偶函数且在 １
２ ， ＋ ∞( )单调递增

（Ｂ） 是奇函数且在 － １
２ ， １

２( )单调递减

（Ｃ） 是偶函数且在 － ∞， － １
２( )单调递增

（Ｄ） 是奇函数且在 － ∞， － １
２( )单调递减

变式２　 （２０１４年湖南卷文科第１５题） 已

知函数 ｆ（ｘ） ＝ ｌｎ（ｅ３ｘ ＋ １） ＋ ａｘ是偶函数，求 ａ
的值．

分析 　 ｆ（ｘ） ＝ ｌｎ（ｅ３ｘ ＋ １） ＋ ａｘ ＝

ｌｎ ｅ３ｘ ＋ １
ｅ －ａｘ ＝ ｌｎ（ｅ（３ ＋ａ）ｘ ＋ ｅａｘ） 从而可以看出

ａ ＝ － ３
２ ．

变式３　 （２０１８年全国Ⅲ卷文科第１６题）

已知函数 ｆ（ｘ） ＝ ｌｎ（ １ ＋ ｘ２ － ｘ） ＋ １，
ｆ（ａ） ＝ ４，则 ｆ（ － ａ） ＝ ．

分析 　 本题的背景是函数 ｆ（ｘ） ＝ ｌｎ（ｘ ＋

１ ＋ ｘ２ ） 的反函数为 ｇ（ｘ） ＝ １
２ （ｅｘ － ｅ －ｘ），

从而 ｆ（ｘ） 为 奇 函 数，ｈ（ｘ） ＝ ｌｎ（ － ｘ ＋

１ ＋ ｘ２ ） 与 ｆ（ｘ） 图象关于 ｘ轴对称，故 ｈ（ｘ）
也 为 奇 函 数． 一 般 地 ｙ ＝ ｌｏｇａ（ｂｘ ＋

１ ＋ ｂ２ｘ２ ）ｙ ＝ ａｘ － １
ａｘ ＋ １

为奇函数，ｙ ＝ ｌｎ（ｅａｘ ＋

１） － ａ
２ ｘ 为偶函数．

评注 　 以上几个例题都是基于同样的构

造形式，从而结果都是显见的．
高中阶段数学结论较多也容易忘记、混

淆，需要我们把问题归类成一些基本模型． 掌
握推理基本形式和规则，发现问题和提出命

题，探索和表述论证过程，逐步发展学生的数

学逻辑推理和数学运算的核心素养．
例 ４　 （２０２２ 年全国乙卷文科第 １６ 题）　

若 ｆ（ｘ） ＝ ｌｎ ａ ＋ １
１ － ｘ

＋ ｂ是奇函数，则 ａ ＝

，ｂ ＝ ．
解法 １　 依题意 ｆ（ｘ） ＋ ｆ（ － ｘ） ＝ ０ 对定

义域内的自变量 ｘ恒成立． 即 ｆ（ｘ） ＋ ｆ（ － ｘ） ＝

ｌｎ ｜ ａ ＋ １
１ － ｘ ｜ ＋ ｌｎ ｜ ａ ＋ １

１ ＋ ｘ ｜ ＋ ２ｂ ＝

ｌｎ ｜ （ａ ＋ １） ２ － ａ２ｘ２

１ － ｘ２ ｜ ＋ ２ｂ ＝ ０，从而（ａ ＋ １） ２

－ ａ２ ＝ ０，得 ａ ＝ － １
２ ，则 ｂ ＝ ｌｎ ２．

解法 ２　 依题意函数 ｆ（ｘ） 定义域关于原

点对称． 由 ａ ＋ １
１ － ｘ≠０ 可得（１ － ｘ）（ａ ＋ １ －

ａｘ） ≠０，所以 ｘ ＝ ａ ＋ １
ａ ＝ － １，解得 ａ ＝ － １

２ ，

即函数的定义域为（ － ∞， － １） ∪ （ － １，１） ∪
（１， ＋ ∞） ． 再由 ｆ（０） ＝ ０ 可得 ｂ ＝ ｌｎ ２． 即

ｆ（ｘ） ＝ ｌｎ － １
２ ＋ １

１ － ｘ
＋ ｌｎ ２ ＝ ｌｎ １ ＋ ｘ

１ － ｘ
在

定义域内满足 ｆ（ － ｘ） ＝ － ｆ（ｘ），符合题意．
评注 　 解法 １ 是回归奇函数的定义，通

过代数恒等式确定参数的值，是最本质的做

法． 解法 ２ 利用定义域的对称巧妙求解参数的

值，是数学直观的一种解题方式．
３． 两个函数均有对称性，它们的和函数也

具备对称性

例５　 （２０１０年高考福建卷文科数学第２２

题节选）　 设 ｇ（ｘ） ＝ １
３ ｘ３ － ｘ２ ＋ ３ｘ － ２ ＋
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３
ｘ － １，是否存在点 Ｑ，使得过点 Ｑ 的直线若能

与曲线 ｙ ＝ ｇ（ｘ） 围成两个封闭图形，则这两

个封闭图形的面积总相等？若存在，求出点 Ｑ
的坐标；若不存在，说明理由．

分析 　 观察函数表达式的结构，不难发

现函数 ｙ ＝ ｇ（ｘ） 是由三次函数 ｈ（ｘ） ＝ １
３ ｘ３ －

ｘ２ ＋ ３ｘ － ２ 与分式型函数 ｍ（ｘ） ＝ ３
ｘ － １ 通过

加法运算而得的函数． 本题应先探究 ｈ（ｘ），

ｍ（ｘ） 的对称性． 显然 ｍ（ｘ） ＝ ３
ｘ － １ 的图象关

于点（１，０） 对称，猜测 ｈ（ｘ） 可能也是中心对

称图形，下面有几个猜测思路：
思路１　 猜测 ｈ（ｘ） 中心横坐标也为１，则

只需再验证 ｈ（ｘ） ＋ ｈ（２ － ｘ） 等于定值． 易得

ｈ（ｘ） ＋ ｈ（２ － ｘ） ＝ ２
３ ；

思路 ２　 从 特 殊 情 况 入 手，ｈ（０） ＋

ｈ（２） ＝ ２
３ ，猜测 ｈ（ｘ） 关于点 １， １

３( )对称；

思路 ３　 从函数 ｈ（ｘ） 图象入手，发现它

是单调递增， 那么拐点是其对称中心即点

１， １
３( )．

评注 　 本题以非常见函数为载体，考查

函数性质，要求考生从特殊到一般进行归纳，
从图形直观抽象出代数表示，大胆猜测，小心

求证，既锻炼了考生的意志，又发展了学生的

数学抽象和直观想象核心素养． 本题还隐含

的一个结论即函数 ｙ ＝ ｆ（ｘ），ｙ ＝ ｇ（ｘ） 的图象

分别关于点 （ａ，ｂ）， （ａ，ｃ） 对称则函数 ｙ ＝
ｆ（ｘ） ＋ ｇ（ｘ） 的图象关于点（ａ，ｂ ＋ ｃ） 对称．

二、两个函数之间的对称

例 ６　 （２０１８ 年全国Ⅲ卷文科第 ７ 题） 下

列函数中其图象与函数 ｙ ＝ ｌｎ ｘ 的图象关于

直线 ｘ ＝ １ 对称的是（　 　 ）
（Ａ）ｙ ＝ ｌｎ（１ － ｘ） 　 （Ｂ）ｙ ＝ ｌｎ（２ － ｘ）
（Ｃ）ｙ ＝ ｌｎ（１ ＋ ｘ） （Ｄ）ｙ ＝ ｌｎ（２ ＋ ｘ）
例 ７　 （２０１１年新课标卷理科第１２题） 函数

ｙ ＝ １
１ － ｘ 的图象与函数 ｙ ＝ ２ｓｉｎπｘ（ － ２ ≤

ｘ ≤４） 的图象所有交点的横坐标之和等于

（　 　 ）
（Ａ）２　 （Ｂ）４　 （Ｃ） ６　 （Ｄ）８
变式 　 （２０１６ 年全国 Ⅱ 卷理科第 １２ 题）

已知函数 ｆ（ｘ）（ｘ ∈ Ｒ） 满足 ｆ（ － ｘ） ＝ ２ －

ｆ（ｘ），若函数 ｙ ＝ ｘ ＋ １
ｘ 与 ｙ ＝ ｆ（ｘ） 图象的交点

为（ｘ１，ｙ１），（ｘ２，ｙ２），…，（ｘｍ，ｙｍ），则∑
ｍ

ｉ ＝１
（ｘｉ ＋ ｙｉ）

＝ （　 　 ）
（Ａ）０　 （Ｂ）ｍ　 （Ｃ）２ｍ　 （Ｄ）４ｍ
评注 　 上面两道试题的命制手法完全一

致，即考虑两个有公共对称中心的函数的交

点，并求交点坐标之和，其表达式与图象都能

体现对称性，利用对称化解求和． 当然也可以

用特殊值法检验排除选项．
例 ８　 （２０２１ 年江苏六市联考） 已知曲线

ｙ ＝ ｌｎ ｘ 在 Ａ（ｘ１，ｙ１），Ｂ（ｘ２，ｙ２） 两点处的切线

分别与曲线 ｙ ＝ ｅｘ 相切于 Ｃ（ｘ３，ｙ３），Ｄ（ｘ４，
ｙ４），则 ｘ１ｘ２ ＋ ｙ３ｙ４ 的值为（　 　 ）

（Ａ）１　 （Ｂ）２　 （Ｃ） ５
２ 　 （Ｄ） １７

４
解法 １　 由题意曲线 ｙ ＝ ｌｎ ｘ 在点 Ａ（ｘ１，

ｙ１） 处的切线方程为 ｙ － ｌｎ ｘ１ ＝ １
ｘ１

（ｘ － ｘ１），即

得到 ｙ ＝ １
ｘ１
ｘ ＋ ｌｎ ｘ１ － １曲线 ｙ ＝ ｅｘ 在点Ｃ（ｘ３，

ｙ３） 处的切线方程为 ｙ － ｅｘ３ ＝ ｅｘ３（ｘ － ｘ３），故
ｙ ＝ ｅｘ３ｘ ＋ ｅｘ３（１ － ｘ３）， 所 以 由

１
ｘ１

＝ ｅｘ３，

ｌｎ ｘ１ － １ ＝ ｅｘ３（１ － ｘ３），
{ 解得 ｌｎ ｘ１ ＝

ｘ１ ＋ １
ｘ１ － １．

同理可得 ｌｎ ｘ２ ＝
ｘ２ ＋ １
ｘ２ － １， 则 ｘ１， ｘ２ 是方程

ｌｎ ｘ ＝ ｘ ＋ １
ｘ － １（∗） 的两个解． 将 １

ｘ 代入方程

（∗） 也成立，所以 ｘ１ｘ２ ＝ １． 又 ｙ３ｙ４ ＝ ｅｘ３ｅｘ４ ＝
１
ｘ１

·１
ｘ２

＝ １，所以 ｘ１ｘ２ ＋ ｙ３ｙ４ ＝ ２，故答案选 Ｂ．

解法２　 本题的背景是函数 ｙ ＝ ｌｎ ｘ与函

·８４·
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回 到 定 义 去

周开炎

（北京市第八十中学，１０００００）

摘要：本文以一道测试题为例，探究回到定义解题的思考方法，引导学生理解概念、运
用概念解决问题．

关键词：回到定义；一题多解；理解定义

　 　 在刚刚结束不久的北京市朝阳区高一第

一学期期末统一测试中，学生对选择题第 ４ 题

的解答情况及解题过程值得认真思考，并反

思教学过程．
一、试题分析与解答情况

题目 　 设集合 Ａ ＝ { α ｜ α ＝ ｋπ ＋ π
２ ，

ｋ ∈Ｚ } ，集合 Ｂ ＝ { α ｜ α ＝ ２ｋπ ± π
２ ，ｋ ∈

Ｚ } ，则 Ａ 与 Ｂ 的关系为（　 　 ）

（Ａ） Ａ ＝ Ｂ　 　 　 （Ｂ） Ａ⇐Ｂ
（Ｃ） Ａ⇑Ｂ （Ｄ） Ａ ∩ Ｂ ＝ ⌀
本题以两个集合间的关系为背景命制试

题，集合 Ａ，Ｂ 中的元素是角，是学生所熟悉的

知识，主要考查学生对集合关系、角的概念的

认识和理解．
试题内容是教学中的重点内容，题型也

是学生比较熟悉的形式，但考试结果并不理

想，全区约 ５ ９００ 人参加考试，得分率是 ０. ６７．
这个结果不仅出乎命题人的预判，也在很多

教师的意料之外．
在对部分学生进行问卷调查与访谈后，

情况似乎更糟糕，很多学生是“碰巧做对” 而

得分的． 换句话说，真正将这道题弄懂的同学

似乎比预想的少得多． 学生解答情况可分为

以下四种情况：
（１）６７％ 的同学采用特殊值法，给整数 ｋ

取值，将集合 Ａ，Ｂ用列举法表示；有 ５４％ 的同

学选出正确答案 Ａ，其中近半数的同学说不

■■■■■■■■■■■■■■■■■■■■■■■■■■■■■■■■■■■■■■■■

数 ｙ ＝ ｅｘ 互为反函数，它们的图象关于直线

ｙ ＝ ｘ 对称且关于直线 ｙ ＝ ｘ 对称的两点的横

纵坐标是交换的关系，所以本题只需从图形

直观入手，易得 Ａ，Ｂ，Ｃ，Ｄ 坐标间的关系． 设
Ａ（ｘ１，ｌｎ ｘ１） 由 Ａ，Ｃ 处的切线斜率相等， 得

Ｃ ｌｎ １
ｘ１

， １
ｘ１

( )，而 Ｂ，Ｃ 关于直线 ｙ ＝ ｘ 对称，所

以 Ｂ １
ｘ１

，ｌｎ １
ｘ１

( )． 同理可得 Ｄ（ｌｎ ｘ１，ｘ１） ． 从而

ｘ１ｘ２ ＋ ｙ３ｙ４ ＝ ｘ１·
１
ｘ１

＋ １
ｘ１

·ｘ１ ＝ ２．

评注 　 本题改编自 ２０１９ 年全国 Ⅱ 卷理

科第 ２０ 题和 ２０１８ 年天津高考理科第 ２０ 题压

轴题．
综观近几年高考数学考卷，聚焦立德树

人，关注数学本质，发展数学素养，命题更加

注重理想思维的考查，减少“机械刷题”的现

象，这就促使我们在函数对称性的教学中或

命制试题上，更关注从几何直观和代数抽象

两方面整体把握函数的对称性．
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