
类型 ４　 ａｅａｘ ≥ ｌｎｘ
两边同乘 ｘ， 即 ａｘｅａｘ ≥ ｘｌｎｘ， 转化为积型同构

式． 不难看出，我们要将 ａｘ 看成一个整体，也就是说

要将左边的主元统一，所以两边同乘 ｘ 就达到目标．
类型 ５　 ｅｘ ≥ ａｌｎ（ａｘ － ａ） － ａ

上式可化为
ｅｘ
ａ － ｌｎａ ≥ ｌｎ（ｘ － １） － １， 注意到

右式中对数的真数为 ｘ － １， 所以两边同时加上 ｘ 得

ｅｘ－ ｌｎａ ＋ ｘ － ｌｎａ ≥ ｘ － １ ＋ ｌｎ（ｘ － １）， 那么就转化为

和型同构式． 仔细观察不难发现，除了要将 ｘ － １ 看

成整体之外，把 ｅｘ
ａ 化为 ｅｘ－ ｌｎａ 也是此题的关键，它能

对数式、指数式与幂的多项式建立形式的统一，所
以指对互化在同构问题中起到了至关重要的作用．

例 ４　 （２０２０ 全国新高考卷 ２１ 题（２））已知函

数 ｆ（ｘ） ＝ ａｅｘ－１ － ｌｎｘ ＋ ｌｎａ， 若 ｆ（ｘ） ≥１， 求 ａ 的取

值范围．
分析： ａｅｘ－１ － ｌｎｘ ＋ ｌｎａ≥１，整理得 ｅｘ＋ ｌｎａ－１ ＋ ｌｎａ

－ １ ≥ ｌｎｘ， 两边加上 ｘ 凑成同构式 ｅｘ＋ ｌｎａ－１ ＋ ｘ ＋ ｌｎａ
－ １ ≥ ｘ ＋ ｌｎｘ ＝ ｅｌｎｘ ＋ ｌｎｘ， 根据 ｇ（ｘ） ＝ ｅｘ ＋ ｘ 单调

递增，有 ｘ ＋ ｌｎａ － １ ≥ ｌｎｘ，所以 ｌｎａ≥ｌｎｘ － ｘ ＋ １ 恒

成立，解得 ｌｎａ ≥０， 故 ａ ≥１ ．
例 ５　 （２０１８ 全国Ⅰ卷文 ２１ 题（２））已知函数 ｆ（ｘ）

＝ ａｅｘ － ｌｎｘ － １， 证明：当 ａ ≥ １
ｅ 时， ｆ（ｘ） ≥０ ．

分析：当 ａ≥ １
ｅ 时， ｆ（ｘ） ≥ ｅｘ－１ － ｌｎｘ － １，只要

证明 ｅｘ－１ － ｌｎｘ － １ ≥ ０， 配凑成 ｅｘ－１ ＋ ｘ － １ ≥ ｘ ＋
ｌｎｘ， 即证 ｅｘ－１ ＋ ｘ － １ ≥ ｅｌｎｘ ＋ ｌｎｘ，由于 ｇ（ｘ） ＝ ｅｘ ＋
ｘ 单调递增，所以原命题只要证明 ｘ － １ ≥ ｌｎｘ， 此命

题易证．
从上述的几个例子中我们看出同构思想在高

考中的重要地位，要求学生具有较高的观察，运算

和分析能力，真正实现为高校选拔人才的作用． 同
构思想突破常规思路，为我们解题带来了新的思

路，新的方法，新的视野．
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例谈函数对称性在解题中的应用

江苏省常州市前黄中学国际分校　 （２１３１６１） 　 陆　 德

　 　 函数是中学数学的重要内容，作为函数基本特
性之一的对称性应用甚广． 函数对称性大致有两
类：一类是同一个函数自身的对称性，另一类是两
个不同函数之间的对称性． 能应用函数对称解题的
题目一般难度较大，要求学生具有较强善于发现问
题、分析问题、进而解决问题的能力． 本文以其三种
模型为例探讨函数对称性问题及其相关应用．

题型一　 根据函数自身的对称性

例 １ 　 （ １ ） 已 知 函 数 ｆ（ｘ） ＝ ｌｎ ｅｘ
ｅ － ｘ， 若

ｆ（ ｅ
２０２１） ＋ ｆ（ ２ｅ

２０２１） ＋ … ＋ ｆ（２０２０ｅ２０２１ ） ＝ １０１０（ａ ＋ ｂ），

求 ａ２ ＋ ｂ２ 的最小值；
（２）已知 ｍ，ｎ ∈ Ｒ， 并且 ｍ ＋ ３ｎ ＝ １， 求 ｍｅｍ ＋

３ｎｅ３ｎ 的最小值；
（３ ） 已知函数 ｆ（ｘ） ＝ （２ｘ ＋ ａ）（ ｘ － ａ ＋

ｘ ＋ ２ａ ）（ａ ＜ ０）， 若 ｆ（１） ＋ ｆ（２） ＋ ｆ（３） ＋ … ＋
ｆ（６７２） ＝ ０， 则求满足 ｆ（ｘ） ＝ ２０１９ 的 ｘ 的值．

解析：（１）由于 ｆ（ｘ） ＋ ｆ（ｅ － ｘ） ＝ ２， 设 Ｓ ＝

ｆ（ ｅ
２０２１） ＋ ｆ（ ２ｅ

２０２１） ＋ … ＋ ｆ（ ２０２０ｅ２０２１ ）， 则 Ｓ ＝

ｆ（２０２０ｅ２０２１ ） ＋ ｆ（２０１９ｅ２０２１ ） ＋ … ＋ ｆ（ ｅ
２０２１） ． 故 ２Ｓ ＝ ２ ×

２０２０ 得 Ｓ ＝ ２０２０ ＝ １０１０（ａ ＋ ｂ） ，解得 ａ ＋ ｂ ＝ ２，
故 ａ２ ＋ ｂ２ ＝ （ａ ＋ ｂ） ２ － ２ａｂ ≥ （ａ ＋ ｂ） ２ － ２·

（ａ ＋ ｂ
２ ） ２ ＝ ２ ，当且仅当 ａ ＝ ｂ 时取等号．

（２）不妨记
ｍ ＝ ｘ，
３ｎ ＝ ｙ，{ 则原题即为已知 ｘ ＋ ｙ ＝

１（ｘ，ｙ ∈ Ｒ）， 求 ｘｅｘ ＋ ｙｅｙ 的最小值． 因为 ｙ ＝ １ － ｘ，
记 ｆ（ｘ） ＝ ｘｅｘ ＋ （１ － ｘ）ｅ１－ｘ，所以 ｆ′（ｘ） ＝ （１ ＋ ｘ）ｅｘ

＋ （ｘ － ２）ｅ１－ｘ， 当 ｘ ≥ １
２ 时， ｘ ≥ １ － ｘ 进而 ｅｘ ≥

ｅ１－ｘ， 所以 ｆ′（ｘ） ≥ （１ ＋ ｘ）ｅ１－ｘ ＋ （ｘ － ２）ｅ１－ｘ ＝ （２ｘ

－ １）ｅｘ ≥ ０， 故函数 ｆ（ｘ） 在 １
２ ， ＋ ∞[ ) 上单调递

增． 注意到 ｆ（ １
２ ＋ ｘ） ＝ ｆ（ １

２ － ｘ） 得函数 ｆ（ｘ） 图像

关于直线 ｘ ＝ １
２ 对称，所以函数 ｆ（ｘ） 在 － ∞ ， １

２( ]

上单调递减，因此当 ｘ ＝ １
２ 时， ｆ（ｘ） 取得最小值

·８４· 中学数学研究 ２０２３ 年第 ４ 期



ｆ（ １
２ ） ＝ ｅ ．

（３）注意到 ｆ（ － ａ
２ ） ＝ ０， ａ － ２ａ

２ ＝ － ａ
２ ， 又因

为 ｆ（ － ａ
２ ＋ ｘ） ＝ ２ｘ（ ｘ － ３

２ ａ ＋ ｘ ＋ ３
２ ａ ）， ｆ（ －

ａ
２ － ｘ） ＝ － ２ｘ（ ｘ ＋ ３

２ ａ ＋ ｘ － ３
２ ａ ）， 发现 ｆ（ －

ａ
２ ＋ ｘ） ＋ ｆ（ － ａ

２ － ｘ） ＝ ０， 所以函数 ｆ（ｘ） 关于点

（ － ａ
２ ，０） 对称，又由 ｆ（１） ＋ ｆ（２） ＋ ｆ（３） ＋ … ＋

ｆ（６７２） ＝ ０， 知
１ ＋ ６７２

２ ＝ － ａ
２ ， 解得 ａ ＝ － ６７３， 所

以 ｆ（ｘ） ＝ （２ｘ － ６７３）（ ｘ ＋ ６７３ ＋ ｘ － １３４６ ） ＝

２０１９， 显然 ０ ＜ ２ｘ － ６７３ ＜ ２０１９ 即
６７３
２ ＜ ｘ ＜ １３４６，

此时 ｆ（ｘ） ＝ （２ｘ － ６７３）（ｘ ＋ ６７３ ＋ １３４６ － ｘ） ＝
２０２１， 解得 ｘ ＝ ３３７．

评注：此类题目题干中并未明确给出函数单调

性、对称性等相关信息，单调性相对比较隐蔽，透过

数据信息、题干结构特征等提炼出函数对称性信息

是解决本类复杂问题的重要突破口．
题型二　 根据两个函数间的对称性
例 ２　 （１）已知函数 ｙ ＝ ｆ（ｘ ＋ １） － ２（ｘ∈Ｒ） 为

奇函数， ｇ（ｘ） ＝ ２ｘ － １
ｘ － １ ， 若函数 ｆ（ｘ） 与 ｇ（ｘ） 图象

的交点为 （ｘ１，ｙ１），（ｘ２，ｙ２），…，（ｘｍ，ｙｍ）， 求 ∑
ｍ

ｉ ＝ １
（ｘｉ

＋ ｙｉ） 的值；
（２）设函数 ｙ ＝ ｆ（ｘ） 与 ｙ ＝ ２ｘ＋ａ 的图象关于直

线 ｙ ＝ － ｘ 对称，且 ｆ（ － ２） ＋ ｆ（ － ４） ＝ １ ，求 ａ 的值．
解：（１）由函数 ｙ ＝ ｆ（ｘ ＋ １） － ２ 为奇函数，知函

数 ｆ（ｘ） 图象关于点 （１，２） 对称，又函数 ｇ（ｘ） ＝
２ｘ － １
ｘ － １ ＝ １

ｘ － １ ＋ ２ 的图象关于点 （１，２） 对称，因此

两函数图象的交点也关于点 （１，２） 对称，则有

∑
ｍ

ｉ ＝ １
（ｘｉ ＋ ｙｉ） ＝ ∑

ｍ

ｉ ＝ １
ｘｉ ＋ ∑

ｍ

ｉ ＝ １
ｙｉ ＝ ｍ

２ （２ ＋ ４） ＝ ３ｍ．

（２）设 （ｘ，ｙ） 是函数 ｙ ＝ ｆ（ｘ） 的图象上任意一
点，它关于直线 ｙ ＝ － ｘ 对称的点的坐标为 （ － ｙ，
－ ｘ） ，由题意知 （ － ｙ， － ｘ） 在函数 ｙ ＝ ２ｘ＋ａ 的图象

上，所以 － ｘ ＝ ２ －ｙ＋ａ ，解得 ｙ ＝ － ｌｏｇ２（ － ｘ） ＋ ａ ，即
ｆ（ｘ） ＝ － ｌｏｇ２（ － ｘ） ＋ ａ， 所以 ｆ（ － ２） ＋ ｆ（ － ４） ＝
－ ｌｏｇ２２ ＋ ａ － ｌｏｇ２４ ＋ ａ ＝ １ ，解得 ａ ＝ ２ ．

评注：（１）函数 ｙ ＝ ｆ（ｘ） 与函数 ｙ ＝ ｇ（ｘ） 的图

象都关于直 ｘ ＝ ａ 轴对称，两个图象交点为 （ｘ１，
ｙ１），（ｘ２，ｙ２），…，（ｘｍ，ｙｍ）， 则所有交点关于直线 ｘ

＝ ａ 对称分布，对于每一对对称点都有 ｘ１ ＋ ｘ１ ′ ＝ ２ａ
；（２）若函数 ｙ ＝ ｆ（ｘ） 与函数 ｙ ＝ ｇ（ｘ） 的图象都关

于点 （ａ，ｂ） 中心对称，两个图象交点为 （ｘ１，ｙ１），
（ｘ２，ｙ２），…，（ｘｍ，ｙｍ）， 所有交点关于点 （ａ，ｂ） 中心

对称分布，对于每一对对称点都有 ｘ１ ＋ ｘ１ ′ ＝ ２ａ ，　
ｙ１ ＋ ｙ′１ ＝ ２ｂ ．

题型三　 根据两函数间部分点的对称性

例 ３　 （１）已知函数 ｆ（ｘ） ＝ ｌｎｘ，ｘ ＞ ０，
ａｘ２ ＋ ｘ，ｘ ＜ ０，{

其中 ａ ＞ ０， 若函数 ｙ ＝ ｆ（ｘ） 的图像上恰好有两对
关于 ｙ 轴对称的点，求实数 ａ 的取值范围；

（２）已知函数 ｆ（ｘ） ＝ ｌｎｘ － ｘ２ 与 ｇ（ｘ） ＝ （ｘ －

２） ２ － １
２ｘ － ４ － ｍ 的图像上存在关于 （１，０） 对称的

点，求实数 ｍ 的取值范围；

（３）若函数 ｆ（ｘ） ＝ ｅｘ ＋ ｘ３ － １
２ ｘ － １ 的图像上有

且仅有两点 Ｐ１，Ｐ２， 使得函数 ｇ（ｘ） ＝ ｘ３ ＋ ｍ
ｘ 的图

像上存在两点 Ｑ１，Ｑ２， 且 Ｐ１ 与 Ｑ１ 、 Ｐ２ 与 Ｑ２ 分别关
于坐标原点对称，求实数 ｍ 的取值集合．

解： （１） ｙ ＝ ａｘ２ ＋ ｘ（ｘ ＜ ０） 关于 ｙ 对称的曲线
为 ｙ ＝ ａｘ２ － ｘ（ｘ ＞ ０）， 因为函数 ｙ ＝ ｆ（ｘ） 的图像
上恰有两对关于 ｙ 轴对称的点，所以方程 ｌｎｘ ＝ ａｘ２

－ ｘ 有两个不等的正实数根，故 ａ ＝ ｘ ＋ ｌｎｘ
ｘ２ 有两个

正根． 记 ｐ（ｘ） ＝ ｘ ＋ ｌｎｘ
ｘ２ ， 所以 ｐ′（ｘ） ＝

１ － ｘ － ２ｌｎｘ
ｘ３ ，记 ｒ（ｘ） ＝ １ － ｘ － ２ｌｎｘ， 所以 ｒ′（ｘ） ＝

－ １ － ２
ｘ ＜ ０ 在 （０， ＋ ∞ ） 上恒成立，所以 ｒ（ｘ） 在

（０， ＋ ∞ ） 上单调递减，又 ｒ（１） ＝ ０ ，所以当 ｘ ∈
（０，１） 时 ｒ（ｘ） ＞ ０，从而 ｐ′（ｘ） ＞ ０， ｐ（ｘ） 在 （０，１）
上单调递增；当 ｘ ∈ （１， ＋ ∞ ） 时 ｒ（ｘ） ＜ ０， 从而
ｐ′（ｘ） ＜ ０， ｐ（ｘ） 在 （１， ＋ ∞ ） 上单调递减． 因为
ｐ（１） ＝ １ 且 ｘ → ０ 时， ｐ（ｘ） →－ ∞ ， ｘ →＋ ∞ 时，
ｐ（ｘ） →０ ，所以 ａ 的取值范围为 （０，１） ．

（２）函数 ｆ（ｘ） 关于 （１，０） 对称的函数是 ｙ ＝
－ ｆ（２ － ｘ） ＝ － ｌｎ（２ － ｘ） ＋ （２ － ｘ） ２， 因此 ｙ ＝

－ ｆ（２ － ｘ） 和 ｇ（ｘ） 有交点，即 （ｘ － ２） ２ － １
２ｘ － ４ －

ｍ ＝ － ｌｎ（２ － ｘ） ＋ （２ － ｘ） ２， 整理得方程 ｍ ＝ ｌｎ（２

－ ｘ） － １
２ｘ － ４ 有解． 令 ｔ ＝ ２ － ｘ ＞ ０， 所以 ｍ ＝ ｌｎｔ

＋ １
２ｔ ． 记 ｇ（ｔ） ＝ ｌｎｔ ＋ １

２ｔ ，ｇ′（ｔ） ＝ １
ｔ － １

２ｔ２
＝ ２ｔ － １

２ｔ２
，

当 ｔ∈ （０， １
２ ） 时， ｇ′（ｔ） ＜ ０，函数单调递减；当 ｔ∈
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（ １
２ ， ＋ ∞ ） 时， ｇ′（ｔ） ＞ ０， 函数单调递增． 故当 ｔ ＝

１
２ 时，函数取得最小值 ｇ（ １

２ ） ＝ １ － ｌｎ２， 所以 ｍ ≥

１ － ｌｎ２ ．
（３）因为函数 ｆ（ｘ） 与 ｇ（ｘ） 图像上有两对点关

于坐标原点对称，则方程 ｅｘ ＋ ｘ３ － １
２ ｘ － １ ＝ ｘ３ ＋ ｍ

ｘ

有两不等实根，即方程 ｍ ＝ ｘｅｘ － １
２ ｘ２ － ｘ（ｘ≠０） 有

两不等实根． 令 ｐ（ｘ） ＝ ｘｅｘ － １
２ ｘ２ － ｘ（ｘ≠０） ，所以

ｐ′（ｘ） ＝ （ｘ ＋ １）（ｅｘ － １） ． 令 ｐ′（ｘ） ＝ ０ 得 ｘ ＝ ０ 或

ｘ ＝ － １ ，当 － １ ＜ ｘ ＜ ０ 时， ｐ′（ｘ） ＜ ０， ｐ（ｘ） 单调
递减；当 ｘ ＞ ０ 或 ｘ ＜ － １ 时， ｐ′（ｘ） ＞ ０， ｐ（ｘ） 单调
递增． 即 ｐ（ｘ） 在 ｘ ＝ － １ 处取得极大值且 ｐ（ － １） ＝
ｅ － ２
２ｅ ． 所以， ｍ 的取值集合是 ｅ － ２

２ｅ{ } ．

评注：两函数 ｆ（ｘ）， ｇ（ｘ） 图像上存在若干组点

关于直线或点对称问题一般先求出一个函数 ｆ（ｘ）
图像对称后的解析式 ｈ（ｘ）， 然后建立方程 ｈ（ｘ） ＝
ｇ（ｘ）， 由此将图像对称问题转化成了方程有解问

题． 此类问题本质上依然是利用两个函数间的对称

性，考查了转化与化归的能力，其综合性较强．

􀤑􀤑􀤑􀤑􀤑􀤑􀤑􀤑􀤑􀤑􀤑􀤑􀤑􀤑􀤑􀤑􀤑􀤑􀤑􀤑􀤑􀤑􀤑􀤑􀤑􀤑􀤑􀤑􀤑􀤑􀤑􀤑􀤑􀤑􀤑􀤑􀤑􀤑􀤑􀤑􀤑􀤑􀤑􀤑􀤑􀤑􀤑

一类条件最值问题的快速解法
∗

福建省龙岩市高级中学　 （３６４０００） 　 李桂英

　 　 基本不等式是求解函数最值问题的一个有效

工具，不仅是高中数学教学的重点，而且是高考考

查的一个热点． 然而，学生在应用基本不等式求最

值时，往往因为不知如何获取“和为定值”或“积为

定值”导致无法运用基本不等式正确求解出最值．
而灵活应用已知条件去构造、去变形从而获得“定
值”又是此类问题的难点． 针对学生不能灵活获取

“定值”的实际，笔者在教学实践中，探寻了一种既

能降低构造“定值”这个难点，同时又能快速准确求

出一类条件最值问题，本文将结合教学实践，例说

此类条件最值问题的快速解法．
１　 一个重要结论
结论　 如果实数 ａ ＞ ０，ｂ ＞ ０，ｍ ＞ ０，ｎ ＞ ０，那

么
ｍ
ａ ＋ ｎ

ｂ ≥ （ ｍ ＋ ｎ） ２

ａ ＋ ｂ ，当且仅当
ｍ
ａ ＝ ｎ

ｂ 时，

等号成立．
证明：因为 ａ ＞ ０，ｂ ＞ ０，ｍ ＞ ０，ｎ ＞ ０，所以 （ａ

＋ ｂ）（ ｍ
ａ ＋ ｎ

ｂ ） ＝ ｍ ＋ ａｎ
ｂ ＋ ｂｍ

ａ ＋ ｎ ≥ ｍ ＋ ｎ ＋

２ ａｎ
ｂ ·ｂｍ

ａ ＝ ｍ ＋ ｎ ＋ ２ ｍｎ ＝ （ ｍ ＋ ｎ） ２，所以

ｍ
ａ ＋ ｎ

ｂ ≥ （ ｍ ＋ ｎ） ２

ａ ＋ ｂ ，当且仅当
ａｎ
ｂ ＝ ｂｍ

ａ ，即
ｍ
ａ

＝ ｎ
ｂ 时等号成立．

本文所涉及的一类条件最值问题主要具有以

下两个特点：（１）题中涉及两个变量，而且都是正实

数；（２）题中涉及的代数式，其中一个是形如 ａｘ ＋ ｂｙ

的整式，另一个是形如
ｍ
ｘ ＋ ｎ

ｙ 的分式，包括在此基

础上进行适当的变形．
此类条件最值问题的常规解法是通过常值代

换后利用基本不等式来求解． 若能灵活应用本文定

理求解，便可避免常值代换，使此类问题直接快速

得到求解．
２　 应用

例 １　 已知 ａ ＞ ０，ｂ ＞ ０， 且 ２ａ ＋ ｂ ＝ ３， 求
１
２ａ

＋ １
ｂ 的最小值．

解析：依据结论有
１
２ａ ＋ １

ｂ ≥ （１ ＋ １） ２

２ａ ＋ ｂ ＝ ４
３ ，当

且仅当
１
２ａ ＝ １

ｂ ， 即 ａ ＝ ３
４ ，ｂ ＝ ３

２ 时等号成立，故

１
２ａ ＋ １

ｂ 的最小值是
４
３ ．
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