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题根变式教学是指在复习课中，以题根

题为例题，引申出若干变式题，从而形成“变

式网络”，为学生提高解题能力进行必要的指

导和铺垫，帮助学生进行练习巩固、反思巩

固、欣赏体察、变式应用，以至提炼成数学思

想方法，这是非常有效的一种复习模式． 下面

以高三一轮复习中的“平面向量的数量积及

其应用”一课为例，展示基于题根式变式教学

的高三一轮复习教学设计．
一、教学内容分析

本节课是高三一轮复习的一节内容，之

前复习了平面向量的基本原理与坐标运算．
向量数量积的定义非常简单，但涉及的知识

很多: 有概念类如向量的夹角、向量的模、一

个向量在另一个向量上的投影; 有运算律类

如平面向量数量积的运算律、向量的平方等

于向量模的平方等等． 同时，数量积的应用非

常广泛，如证明平行四边形中对角线的平方

和等于四边的平方和，用数量积可以将平面

向量的线性表示中的向量与数量分离开来;

再如用数量积证明余弦定理，还可以用向量

不等式 | a·b |≤| a | | b | 去证明二元柯西不

等式． 求平面的向量的方法有定义法、基底

法、坐标法、几何意义法与利用极化恒等式法

等常见方法． 本节内容中蕴含的数学思想方

法也非常丰富: 有“数形结合”思想、“等价转

化”思想、构造法、从特殊到一般、类比推理、

迁移能力，等等．
此外，平面向量中的相关知识如角的计

算对理科学生在学习空间向量的相关知识时

有借鉴和促进作用，为空间向量的学习打下

坚实的基础．
二、教学情况分析

由于是高三一轮复习，学生们对平面向

量数量积的相关定义、夹角、模长、数量积的

运算律等知识已经了解和掌握，对数量积的

定义法、坐标法运用较为熟练，对向量的线性

表示掌握得较好，这为学生解决平面向量数

量积的各种方法的归纳总结奠定了基础．
由于教材上( 苏教版) 将“向量 b 在向量 a

方向上的投影”编写在数量积章节的链接部

分，教师对此部分内容的处理也是比较含糊，

一带而过，所以学生们对数量积的几何意义

了解不多．
尽管学生对向量数量积的坐标运算较为

熟悉，但对构造数量积的坐标形式解决不等

式问题接触较少，同时有一些学生参加过数

学竞赛辅导，接触过柯西不等式，但对于柯西

不等式的向量法证明知道较少，所好的是本

实验班学生基础较好．
一轮复习，除了要复习一些高考范围内

的解题知识、方法，同时要引导学生学会如何

解题，更主要的帮助学生们在复习过程中提

高各种能力，如归纳总结能力、类比推理能
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力、迁移能力等． 当然这些能力的培养需要长

期的渗透，在每节课上都要去培养和提高学

生们相关能力．
基于上述分析，确定本课的教学难点:

让学生们理解掌握平面向量数量积的几

何意义并能灵活应用于相关题目的解题过程

中，此外是构造向量数量积的坐标形式解决

一类多变量的最值问题和利用构造向量证明

柯西不等式．
三、教学目标与策略

( 1) 通过对题根 1 以及相关的变式题的

掌握和归纳总结出平面向量数量积的 5 种常

见求解方法，尤其是利用几何意义求数量积．
( 2) 通过对题根 2 的讲解和分析，让学生

熟悉向量不等式，同时了解构造向量的数量

积在不等式中的相关应用．
( 3) 在对题根1 和2 及相关变式的总结归

纳中让学生感悟和体验数形结合、等价转化、
构造法、类比推理、迁移能力等数学思想方法

和能力．
学生课前预习给出的两个题根，上课时

逐一给出相关变式，引导学生解决变式题的

同时也归纳总结出相应的解题方法和得出柯

西不等式的向量证法．
本节课的重点是平面向量数量积的 5 种

求法以及平 面 向 量 数 量 积 在 不 等 式 中 的 应

用．
四、教学程序设计

题根 1 如图 1，ABC 中，AB = 2，AC =

4，cos∠BAC = 11
16，求

→AB·→AC 的值．

% A

CB

图 1

解
→AB·→ → →AC = | AB | | AC | cos∠BAC =

2 × 4 × 11
16 = 11

2 ．

设计意图 复习向量数量积的定义，唤

起学生的记忆认知．
变式1 ABC 中，AB = 2，AC = 4，BC =

3，求
→BA·→AC 的值．
( 这里，给出变式 1 的两种解法，其余变式

的求解请读者自行探讨)

解法1 由 BC = 3 及余弦定理 cos∠BAC

= AB2 + AC2 － BC2

2AB·AC = 11
16，可得

→BA·→ → →AC = | AB | | AC | cos( π －∠BAC) =

2 × 4 × － 11( )16
= － 11

2 ．

解法 2 由
→ → →BA + AC = BC，两边平方，得

→BA 2 + 2 →BA·→ →AC + AC 2 →= BC 2，所以

→BA·→AC =
→BC 2 →－ BA 2 →－ AC 2

2 = － 11
2 ．

设计意图 通过变式 1 让学生复习向量

的夹角和向量数量积的运算律，利用变式 1 可

以证明余弦定理，利用变式 1 还可以巩固向量

的平方等于模的平方，渗透等价转换的数学

思想．
变式2 ABC 中． AB = 2，AC = 4，BC =

3，求
→BA·→ →AC + AC· → →CB + CB·→BA 的值．
设计意图 巩固变式 1 的成果并培养学

生的迁移能力．
变式 3 如图 2，ABC 中． AB = 2，AC =

4，若点 P 为线段 BC 的中点，求
→AP· →BC 的值．

% A

P CB

图 2

设计意图 由于学生们对向量的线性表

示掌握较好，所以通过本题让学生自主归纳

出用基底法求数量积，即将所求向量的数量

积转化为已知长度与夹角的向量去求解，让
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学生体会化归的数学思想．
变式 4 如图 3，ABC 中． 若 AB = 2，AC

= 4． 点 P 为ABC 的外心，求
→AP· →BC 的值．

P

CB

图 3

% A

设计意图 通过变式 4 让学生对向量数

量积的几何意义的理解．
问题 1 结合变式 3 和变式 4，能否提炼

出更一般的问题呢?

答 当点 P 在 BC 的垂直平分线上时，求
→AP· →BC 的值．

问题 2 你能否对这个问题做出解释呢?

答 如图4，→AP 在
→BC 方向的投影 | DP→ 0 |

与AP→ 0 在
→BC 方向的投影 | DP→ 0 | 相等，所以

→AP

· →BC = AP→ 0·
→BC 为定值．

%
A

P

CB D P0

图 4

设计意图 进一步巩固数量积的几何意

义解释，引导学生从特殊到一般的观察，培养

学生的探究意识和能力．
变式 5 ABC 中，点 P 为线段 BC 的中

点，且 AP = 5，BC = 6，求
→AB·→AC 的值．

设计意图 本变式引导学生再思考，将

两式相加有什么发现? 得到平行四边形四边

的平方和等于对角线的平方和; 利用本变式

可以复习用坐标法求数量积; 还可以引导学

生归纳出向量的极化恒等式，即

→AB·→AC = ( → →AB + AC) 2 － ( → →AB － AC) 2

4 ．

问题 3 求平面向量数量积的常见方法

有哪些?

定义法、几何意义法、基底法、坐标法与

利用极化恒等式．
题根 2 直线 l: y = kx + 1 与圆 O: x2 + y2

= 1 交于 A( x1，y1 ) 、B( x2，y2 ) 两点，若 x1x2 +

y1y2 = － 1
2 ，则 k = ．

解 由 cos∠AOB =
→OA· →OB
→ →| OA | | OB |

=

x1x2 + y1y2
| OA | | OB | = － 1

2 ，得∠AOB = 120°．

所以，O 到 AB 的距离为
1
2 ，即

1
k2 +槡 1

=

1
2 ，所以 k = ±槡3 ．

设计意图 复习数量积的坐标形式，以

及利用数量积求角，为下面的变式 1 和变式 2
埋下伏笔．

变式 1 平 面 直 角 坐 标 系 xOy 中，点

A( x1，y1 ) 、B( x2，y2 ) ，则三角形 OAB 的面积为

．
几何解释: 如图 5，将点 A 逆时针旋转 90°

到点 A'( － y1，x1 ) ，则

SOAB = 1
2

→| OA'· →OB |

= 1
2 | x1y2 － x2y1 | ．

%

A（x1,y1)A（x1,y1)

B（x2,y2)
A′（-y1,x1)

xO

y

图 5

设计说明 常规解法的计算量较大，但

也可以让学生们掌握多个未知数运算时的整

体代换以减少运算量; 几何解释是数量的另

一层几何意义，大大减少了运算量，同时这个

结论( 三角形的面积公式) 在以后解析几何中

的用处很大．
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变式2 设A( x1，y1 ) 、B( x2，y2 ) 是圆O: x2

+ y2 = 1 上两点，则 x1x2 + y1y2 的最大值为

．
设计意图 进一步巩固体会构造向量的

数量积在解函数最大值问题中的作用，同时

也为柯西不等式的推导奠定基础．
变式 3 已知 x2 + y2 = 1，则 2x + 3y 的取

值范围为 ．
设计意图 本题的解法很多，在这里重

点让学生体会构造向量数量积的方法，为变

式 4 埋下伏笔．
变式4 已知正数 x，y，z 满足2x + 3y + 4z

= 1，则 x2 + y2 + z2 的最小值为 ．
设计意图 让学生体会三元变量可构造

空间向量进行最值的计算和处理．
问题 1 结合变式 2，3，能否归纳出一个

跟 x1 y1 + x2y2 相关的不等式呢?

( x1y1 + x2y2 ) 2 ≤ ( x21 + x22 ) ( y21 + y22 ) ．
问题 2 结合变式 4，能否得出 一 个 跟

x1 y1 + x2y2 + x3y3 相关的不等式呢? ( x1y1 +
x2y2 + x3y3 ) 2 ≤ ( x21 + x22 + x23 ) ( y21 + y22 + y23 ) ．

问题 3 能否得出一个更一般的不等式

呢?( x1y1 + x2y2 + … + xnyn )
2 ≤ ( x21 + x22 + …

+ x2n ) ( y21 + y22 + … + y2n ) ，

当且仅当
x1
y1

=
x2
y2

= … =
xn

yn
时取等号( 其中

xi·yi ≠ 0) ．
设计意图 问题中变量逐步增多，从二

维向量过渡到三维向量，进一步过渡到构造 n
维向量证明柯西不等式，培养学生的归纳意

识与能力．
五、课堂小结与反思

( 1) 数量积的 5 种常见方法: 定义法、几

何意义法、基底法、坐标法与利用极化恒等

式．
( 2) 平行四边形对角线的平方和等于四

边的平方和．
( 3) 向量不等式 | a·b |≤| a | | b | ．
( 4) 点 A( x1，y1 ) 、B( x2，y2 ) ，则 三 角 形

OAB 的面积

S = 1
2 | x1y2 － x2y1 | ．

( 5) ( x1y1 + x2y2 + … + xnyn )
2 ≤ ( x21 + x22

+ … + x2n ) ( y21 + y22 + … + y2n ) ．
设计意图 概括是思维的基础，是思维

最基本的特点之一，课堂小结与反思是对课

堂教学的概括，有利于学生们按照自己习惯

的编码方式进行相关知识的记忆，有利于学

生进行深层次的思维构建

櫷櫷櫷櫷櫷櫷櫷櫷櫷櫷櫷櫷櫷櫷櫷櫷櫷櫷櫷櫷櫷櫷櫷櫷櫷櫷櫷櫷櫷櫷櫷櫷櫷櫷櫷櫷櫷櫷櫷

．
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式来解决，只有在保证基本不等式的两边有

一边是定值时才有可能利用它来求最值．
师: 如果基本不等式的一边是定值，一定

能利用它求最值吗?

问题3 求函数 y = x + 1
4x，x∈［1，2］的

最小值．
生 7: 看到函数形式，选择使用基本不等

式求解，结果得 1． 但是等号成立时 x = 1
2 

［1，2］，因此最小值不是 1．

师: 根据上述讨论，你能归纳出何时能利

用基本不等式求最值?如何求最值?

反思 上例中首先以实际问题入手，列

出了一个形如二次函数形式的问题，学生容

易利用配方法求出最值． 当他们沉浸在成功

的喜悦时，将问题改为一个基本不等式模型，

让学生在认知冲突中产生新的认识，再通过

问题的变化以提醒学生利用基本不等式求最

值时需要注意的问题，使学生的学习情感跌

宕起伏并留下深刻印象，最后归纳形成基本

不等式应用的条件:“一正、二定、三相等”．
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