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设计探究问题链 构建统计推断方法

？以
“

独立性检验
”

的教学设计为例

唐 岚 （浙江省杭州 学军 中学 ）

摘 要 ： 由 于样本 的 随机性 ， 统计推断 的 结论 只 能评价好坏 。 新教材既要让 学 生认识 到 独 立性检验 的 合理

性 ， 又要让 学 生体会到 其 结 果 的 不 确 定性 。 设计探 究 问 题链 ， 让 学 生在 独 立性检验 的 学 习 中 ， 重视统计 思

维 的 培养 ，进一 步领悟其本质 ， 促进数 学抽 象 、 逻辑推理 、数 学 建模等 学科核 心 素养 的提升 。

关键词 ： 独 立性检验 ；
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１ 问题提出

２ ０ ２ ２ 年 ４ 月 ２ ０ 日 ，杭州 市教研室组织全市展开

高二概率统计教研活 动 ， 笔者开设 了一节研讨课 ， 内

容是人教 Ａ 版 《 数学 》 （选择性必修三 ） 第八章
“

成对

数据分析
”

８ ．３ 节
“

列 联 表 与 独 立性检验
”

的 第 二课

时 。 这部分是新教材新要求 的统计知识 ， 其蕴含 的统

计方法并不容易 理解 。 高 中 阶段 的 数学大 多是确 定

性教学 ， 即条件确定 、结论确定 、结果对错确定 。 但统

计推断 ， 由 于样本 的 随机性 ， 其结 论 只 能评 价好 坏 。

新教材既要让学生认识到方法 的合理性 ， 又要其体会

到结果 的不确定性 。

构建统计推断方法 的 问 题 串 不是 简单 的 问 题组

合 ， 它应该是教师 围 绕统计相关思 想 ， 从学生 的基础

经验和能力 出 发 ， 按照特定 的教学逻辑设计将 问 题 串

融人探究活动 中 ， 能有效 帮 助学生 培 养统计思想 ， 全

方位地经历统计推断方法的构建 。 下面笔者就 以
“

独

立性检验
”

为例 ， 设计核心 素 养导 向 下 采 用探究 问 题

链 的教学 。

２ 教学分析

２ ． １ 内 容分析

独立性检验是研究 随 机 变量 独 立性 的
一种统计

方法 。 为 了 解两分类变量是否相互独 立 ， 可从总体 中

抽取简单随机样本 ， 整理成 ２ Ｘ ２ 列联表 ， 用 独立性检

验 的方法检验两分类变量是否相互独立 。 独立性检验

本质上是一种假设检验 ， 是一种
“

概率反证法
”

， 通过样

本事件是否属于小概率事件来判断总体假设的真伪 。

独立性检验是成 对样本数据统计分析 的重要 内

容 ， 是依据数据进行合理推理 的 典 型 方法 ， 是体现统

计思维与确定性思维 的差异 、 归 纳推断与演绎证 明 的

差异 的主要素材 ， 也是积 累 数据分析经验 ， 培养数据

分析 、 数学建模 、逻辑推理等素养 的媒介 。

２ ． ２ 学情分析

学生经过古典概 型 、 条件概率 、 正 态分 布等知识

的学 习 ， 已经初步掌握 了基本 的统计思想方法 。 但本

节 内容是学生遇 到 为数不多 的统计推 断 问题 ， 需要 以

学生现有 的 知识为基础 ，借助类 比 、抽 象 、 建模等思想

方法 ， 实现从逻辑推理能力 向 概率推理能力 的提升 。

２ ． ３ 教学 目 标

（ １ ） 能掌握假设检验的基本步骤 。

（ ２ ）能说 明 ｚ

２

统计量构造 的合理性 ； 能说 出 基于

小概率原则 的独立性检验 的基本思想 。

（ ３ ）能说 出 独 立性 检验 的基本步骤 ， 并能用独立

性检验方法解决简单的实际问题 。

２ ． ４ 教学重点与 难点

教学重点 ： 独立性检验 的思想方法 ， 利 用 独立性

检验解决实际 问题 。

教学难点 ： 正确理解小概率原则 ， 理解样本 随机

性 ， 培养学生统计推断的能力 。

３ 教学过程

３ ． １ 情境设置 ， 新课 自 然 引 入

探 究 １
： 女士 品茶 。

某聚会上 ， 张三说 ：

“

我能尝 出 奶茶制作 中 是先加

奶还是先加 茶 。

”

很 多 人觉得不 可 思 议 。 张 三 就说 ：

“

你们不信 ， 我们可进行实验 。

”

于是人们准备 了１ ０ 杯

奶茶 ， 未告知张三先加奶还是茶 。 结果张三说对 了９

杯 。 你觉得张三有超能力 吗 ？ 你是如何判断的 ？

设计 意 图 ： 从张三 品 茶情境 出 发 ， 为课堂增 添趣

味性 。 新教材特别重视情境的创设和 问 题 的提 出 ， 注

重从实际情境 出 发 ， 抽象概括 出 数学 问题 。 张三 品茶
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具有实际情境 的铺垫 ， 引 导学生思 考如何利用统计推

断进行合理怀疑 。

问题 １
： 假设 张三是 随机 猜 测 的 ， 即 张三说 中 的

概率为 事件
“

１ ０ 杯奶茶说对 ９ 杯
”

发生 的 概率有

多少 ？

问题 ２
： 在假设前提下 ，计算得到事件

“

１ ０ 杯奶茶

说对 ９ 杯
”

发生 的概率为 ０ ．０ ０ ９７ ， 请你说说此时能不

能推断假设是错 的 ？

问题 ３
： 我 们 的 判 断是否一定 正 确 ， 会不会是张

三运气好猜 中 ９ 杯 ， 而非具有超能力 ？

问题 ４
： 请你总结假设检验的一般步骤 。

设计 意 图 ： 通 过 问 题 １ ， 让学生 了 解 假设检验是

进行科学怀疑 的有效手段 。 通过 问题 ２ ， 让学生理解

假设检验的基本思想 是小概率事件 。 通过 问题 ３ ， 突

破本节课 的难点 ， 假设检验结果并不是一定正 确 的 ，

体现统计思维 与 确 定性思 维 的 差异 。 进而用 问 题 ４

结合张三品茶 的实例 ，得到假设检验 的一般流程 。

问题 ５
：假设检验与之前学习 的什么方法 比较相似 ？

问题 ６
： 假设检验 的 思想 与 我们 之前常用 的 反证

法有异 曲 同工之妙 ， 能不能总结一下反证法和假设检

验的相 同之处 。

３ ． ２ 类 比 探究 ， 统计量 自 然构 建

探究 ２
：提 出 零假设 。

上节课我们 已 经知 道 两分类变量无关联 的 条件

概率表示为Ｐ （Ｙ＝ １
｜

Ｘ＝ ０ ）
＝ Ｐ （Ｙ＝ １

｜

Ｘ＝ １ ） 。 请阅

读教材 ，提 出 两分类变量无关联 的零假设 。

设 计 意 图 ： 类 比 假设检验得 到 独 立性检验 的 步

骤 ，培养学生 的类 比迁移 能 力 。 用 概率语言 ， 经过严

格 的推理 ，将零假设 中分类变量 的关联性转化为分类

变量 的独立性 ， 为后续构造卡方统计量打下基础 。

探究 ３
： 构建统计量 。

在零假设 Ｈ
。 ： 分类变量 Ｘ 与 Ｙ 独立前提下 ， 随

机抽样所产生 的 列 联 表是小 概率事 件 ， 则 拒绝 Ｈ
。 。

如何构造一个刻 画列联表 的统计量 ？

问题 ７
：

（ １ ）算一算 ： 根据列联表 （ 表 １ ） ， 完成概率表 ２
、概

率表 ３ 中统计的真实值 。

表 １ 列 联 表

Ｘ

ｙ

合计
ｙ＝ ｏ ｙ＝ ｉ

ｘ＝ ｏ ａ ｂ ａ
＋ ６

Ｘ＝ １ ｃ ｄ ｃ ＼ ｄ

合计 ａ ＼

￣

ｃ ｂ
￣

＼

￣

ｄ ａ ＋ ６＋ ｃ＋ ｄ

（ ２ ）说一说 ： 在零假 Ｈ
。 设前提 下 ， 即 Ｐ （ Ｘ 

＝
０

，

ｙ＝ 〇 ）
＝

ｐ （ ｘ 
＝

〇 ） Ｐ （ Ｙ 
＝

〇 ） ，
Ｐ （ Ｘ 

＝

ｏ ，
ｙ ＝１ ）

＝

ｐ （ ｘ ＝＝
〇 ） Ｐ （ｙ＝ ｉ ） ，

Ｐ （ ｘ＝ ｉ
，
ｙ＝ 〇 ）

＝ ｐ （ｘ＝ ｉ ） Ｆ （ ｙ＝

ｏ ） ，
ｐ （ｘ＝ ｉ ， ｙ＝ ｉ ）

＝ ｐ （ ｘ＝ ｉ ） ｐ （ ｙ ＝ ｉ ） 。 完成概率

表 ３ 中 的假设期望值 。

表 ２ 概 率 表

概率 值

Ｐ （ Ｘ＝ ０ ）

Ｐ （ Ｘ＝ １ ）

Ｐ （Ｙ＝ ０ ）

Ｐ （ Ｙ＝ １ ）

表 ３ 概 率 表

概率 真实值 假设期望值

ｐ ｃ ｘ＝ ｏ ， ｙ＝ 〇 ）

ｐ （ ｘ＝ ｏ ，ｙ＝ ｉ ＞

ｐ ｃｘ＝ ｉ
，
ｙ＝ 〇 ）

Ｐ （ｘ＝ ｉ ， ｙ＝ ｉ ）

（ ３ ）填一填 ： 利 用概率表 ３ 中 的概率假设期 望值 ，

将列联表 （ 表 ４ ） 补充完整 ，将此类数据称为期望值 。

表 ４ 列 联 表

Ｘ

ｙ

合计
ｙ＝ ｏ Ｙ＝ １

ｘ＝ ｏ ａ ＼ ｂ

Ｘ＝ １ ｃ ＼ ｄ

合计 ａ
￣

ｈ ｃ ｂ
￣

＼

￣

ｄ ａ ＋ ６＋ ｃ＋ ｄ

（ ４ ）想一想 ： 两列 联表 中 观测 值 和 期 望值是否 相

等 ？ 之前学 习 过程 中 有 没 有 出 现过 比较观测 值 和 期

望值去解释模型 的知识 ？

（ ５ ）试一试 ： 你们 能否 利用 观测值 和 期望值偏 离

程度构造一个刻 画样本列联表 的统计量 ？

（ ６ ）推一推 ： 与残差平方和类似 ， 独立性检验有专

门 的统计量 ， 构造方法稍 显 不 同 ， 我 们称 为 卡方统计

量 ， 即 卡方分布可 以 用 来检验模 型 的 适合性 、 变量 的

独立性等 。 假设前提下得到统计量 ， 假设数据 服从某
一分布 、 某一模型 ， 然后计算 出 数据应该有 的样子 ， 叫

期望数据 。 对象是类别变量 ， 卡方的检验公式是 ： ／

＝

Ｅ

（ Ｑ
，

￣

ｅ

Ｅ
ｊ－－

， 〇
， 是观察数据 ， 是期望数据 。 请

推导 ２ Ｘ ２ 列联表 的卡方统计量 。

设计 意 图 ： 学生 目 前 只 遇 到过 概率统计量 ， 如何

根据列联 表构 造 新 的 统计量 是本节课 的 一大难 点 。

探究 ３ 将构建统计量先分割成算一算 、 说一说 、 填一

填 、想一想 、试一试 、 推一推共六个小 问 题 ， 立 足卡方

统计量的本质进行研究 ， 引 导学生发现卡方统计量其

实就是将
“

现实与理论不相符就拒绝理论
”

这一朴 素

的思想数学化 。 引 人观测值和期望值 的概念 ， 与线性

回 归联系 ， 便于学生联想 到用残差 去构造统计量 ， 从
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而逐步将统计量公式表示 出 来 。 小组活 动贯 穿 整个

教学过程 ， 让学生充分体验 到 数学 的严谨性 ， 也让他

们 由 浅人深地经历知识 的 形成过程 。 卡方分布其实

就是将现实观察和理论不 相 符就拒绝理论这一朴素

的思想数学化 了 。
２ Ｘ ２ 列联表 的 卡方统计量可化简

２ ＿ｎ （ ａｄ
—

ｂｅ ）

２

方 乂
＝

（ ａ＋ ｆｅ ） （ ｃ＋ｄ ） （ ａ＋ ｃ ） （ ｂ＋ ｄ ）

°

３ ． ３ 借助 技术 ， 难点 自 然 突破

探究 ４
： 小概率事件的定义 。

利用 ＧＧＢ 语言 的 卡方分布 概率密 度 函 数 ， 结合

图像解释如何根据卡方统计量 的值 确定是 否 为小概

率事件 。

问题 ８
： 回 顾正 态分布 ， 概率 密 度 函 数 有 什 么 意

义 ？ 如何计算 ＰＵＳｐ
＋ Ｓｔｆ ） 。

问题 ９
： （ １ ） （ 〇 ，

１ ） ， 是 否 可 以 找 到 唯一 的

Ａ ， 使得Ｐ （ Ｘ＞ ｊ：
Ｉ Ｉ
）
＝

ａ ？ 例如 ， ａ 

＝

０ ．１时 。

（ ２ ） 以小概率值 ａ
＝

０ ．１ 为标准 ，若计算得
；＾

＝
２ ．５ ，

能否说在零假设前提下发生的这件事是小概率事件 ？

（ ３ ） 以小概率值 ａ
＝

０ ． １ 为标准 ，若计算得 ｆ 

＝
３ ． ２ ，

能否说在零假设前提下发生的这件事是小概率事件 ？

（ ４ ） 以小概率值 ａ
＝

０ ． ０ ５ 为标准 ，若计算得 ｚ

２
＝

３ ． ２ ，

能否说在零假设前提下发生的这件事是小概率事件 ？

设计 意 图 ： 探究 ４
， 教师根据 ＧＧＢ 绘制 的 卡方分

布概率密度 函 数 ， 利 用 问 题 串 逐 次递进地研究 ， 恰 当

地运用信息技术使学生直观地感 知卡方分布小概率

原则 、 确定临界值等 ； 渗透统计借助信息技术 、 以数释

形 的研究策 略 ， 有 利 于 提升学 生 数理统计分析能力 ，

促进他们统计思维 的发展 ，提高学 习 统计和应用统计

的兴趣 。

问题 １０
：⑴你能总结基于小概率值 ａ 的检验规则吗 ？

（ ２ ）请你总结独立性检验 的一般步骤 。

设计 意 图 ： 让学生用概率语言描述独立性检验判

断标准 ， 体验有理有据地表达见 解 的 过程 ， 认识到 独

立性检验也是有可能犯错 的 ，但能将犯错 的 概率控制

在小概率范 围 内 。 类 比 已 有 知识结构对新知识进行

网状构建 ，逐步使新知识融人 已 有知识体系 中 。

３ ． ４ 学 以致 用 ， 体现 育人价值

探究 ５
： 独立性检验 的应用 。

例 １ 依据小概率值 ａ 

＝

〇 ．１ 的
；Ｃ

２

独立性检验 ，

分析 以下抽样数据 （ 表 ５ ） ， 能 否据此推断两校学生 的

数学成绩优秀率有差异 。

表 ５ 抽 样 数据

学校
数学成绩

合计
不优 秀 Ｙ＝ 〇 优 秀

甲 校 ｘ＝ ｏ ３ ３ １ ０ ４ ３

乙 校 Ｘ＝ １ ３ ８ ７ ４ ５

合计 ７ １ １ ７ ８ ８

问题 １ １
： 利用条件概率和等高堆积条形 图 ， 你会

得到什么结论 ？

变式 ： 基于例 １ 的总体 ， 再次随机抽样 ， 抽取样本

容量为 ８ ８ ０ 的样本 ， 如表 ６ 。 在相 同 的检验标准下 ， 用

独立性检验推断学校与数学成绩之间 的关联性 ， 结论

还一样吗 ？ 请你解释原 因 。

表 ６ 样本 容量

学校
数学成绩

合计
不优秀 ｙ＝ 〇 优秀 Ｙ＝ １

甲 校 Ｘ＝ ０ ３ ３ ０ １ ０ ０ ４ ３ ０

乙 校 Ｘ＝ １ ３ ８ ０ ７０ ４ ５ ０

合计 ７ １ ０ １ ７ ０ ８ ８ ０

问题 １ ２
： （ １ ）为什么独立性检验结果与例 １ 不一■致 ？

（ ２ ）有学生 已 经发现 了 表格 中 的数据不止样本总

体扩大 了 十倍 ，其他数据也扩大 了 十倍 。 这里教师没

有进行随机抽样 ， 而是将数据简单扩大 了 十倍 ， 相 当

于
“

学术造假
”

， 你还愿意相信这次 的结果吗 ？

４ 教学思考

４
．
１ 直观感 知

， 发挥探究 问 题链的情境意义

设计探究 问 题链 ， 创造情境 ， 能更好地衔接学生

已有 的经验 ， 更好地激发学生主动探索 的兴趣 。 本节

课 ，探究 １

“

张三 品 茶
”

为学生理解 和认识假设检验提

供 了平 台 ， 体验假设检验 的 构 建过程 ； 探究 问 题链 ５

体验独立性检验 的应用 ，理解统计基于数据真实性 的

特点 。 直观感知 的探究 问 题链给予学生从特殊到
一

般 的情境支持 ， 极大程度地激发 了 学生 的 研究兴趣 ，

同 时彰显 了 统计研究 的价值 。

４ ． ２ 层层 递进 ， 凸显探究 问题链 的 引 导作 用

探究 问题链 的教学展示 了化整为零 的思 想 ， 即通

过小步骤完成 阶段性 目 标 ， 由 浅人深 、 逐层递 进 的处

理方式 能 有 效 降低学 习 的 难度 。 本 节 课 中 ， 探 究 ３

“

构建统计量
”

让学生经历 了第一次统计量 的构建 ， 体

会观测值与期望值的差异 ； 探究 ４ 借助信息技术引 导

学生发现卡方分布小概率的所在位置 ， 真正获得对独

立性检验的深度理解 。 探究 问 题链 并非是提 出 问 题

让学生浅显 的总结 ， 而是通过问题链让学生站在更高

层面逐步击破统计推断知识体系 中 的难点 。

４
． ３ 激发潜能 ， 发挥探究 问 题链的 育 人价值

探究 ５ 让学生真正意识到 统计要基于数据真实

的基础 ， 如果数据是伪造 和错误 的 ， 不管结果 如何都

不具有可信度 ， 这也体 现 了 数学 的 育 人价值 ， 促进学

生数学素养 的提升和道德 品质 的升华 。


