
数学名题　韩信点兵．今有物，不知其数．三三数之剩二，五五数之剩三，七七数之剩二．问物几何？ ２１　　　

立体几何一轮复习教学不容忽视的几个问题

　安徽　黄海生　蒋秀梅

　　随着基础教 育 课 程 改 革 的 不 断 深 入，对 学 生 素 养 的 培

养越来越为人们所关注．作为教师，如何将核心素 养 的 培 养

真正有效地落实到课堂教学中去？学生的核心素 养 又 如 何

得到体现？这都是 当 下 关 注 的 热 点．本 文 结 合 高 三 立 体 几

何一轮复习教学 及 笔 者 的 一 些 经 验 和 思 考，提 出 若 干 个 不

容忽视的问题，不足之处敬请同仁批评指正．

１　不能忽视基础知识的巩固

高考 复 习 要 回 顾 基 础 知 识、整 理 方 法，但 不 能 流 于 形

式，合理安排时间 并 精 读 教 材 内 容、领 会 教 材 本 质，深 化 对

教材思想方法的 理 解．挖 掘 教 材 例 题、习 题 的 潜 力，用 心 体

会，整合精选教材 中 的 习 题，充 分 发 挥 例 题 应 有 的 功 效，一

题多解、一题多变、多题归一、回归本源，透过 习 题 看 数 学 本

质．教师指导学生 主 动 查 缺 补 漏，构 建 知 识 网 络，促 进 学 生

的反思与提升，培养学生的能力．

例１　（２０１８·全国 卷Ⅰ理·１２）已 知 正 方 体 的 棱 长 为

１，每条棱所在直线与平面α所成的角都相等，则α截此正方

体所得截面面积的最大值为 （　　）

Ａ．槡３ ３４ Ｂ．槡２ ３３ Ｃ．槡３ ２４ Ｄ．槡３２
解法一：由已知，平面α与每 条 棱 所 在 直 线 所 成 的 角 都

相等，则平面α垂直于正方体的体 对 角 线，且 截 面 面 积 的 最

大值应为对 边 互 相 平 行 的 六 边 形．如 图，ＥＦ＝ＧＨ＝ＭＮ，

ＦＧ＝ＭＨ＝ＮＥ，则△ＥＦＧ≌△ＧＨＭ≌△ＭＮＥ 且△ＥＭＧ

是等边三角形，由等角 定 理 知∠ＥＦＧ＝１２０°，设ＦＣ１＝ｘ，则

ＥＦ 槡＝ ２ｘ，Ｂ１Ｆ＝１－ｘ，ＦＧ 槡＝ ２（１－ｘ），在△ＥＦＧ中 由 余 弦

定理得，ＥＧ２＝２ｘ２－２ｘ＋２，故 六 边 形 ＥＦＧＨＭＮ 的 面 积

Ｓ＝３×１２ 槡× ２ｘ·槡２（１－ｘ）ｓｉｎ　１２０°＋槡３４（２ｘ
２－２ｘ＋２）＝

槡３
２
（－２ｘ２＋２ｘ＋１），当ｘ＝１２

时，Ｓｍａｘ＝ 槡３　＝ 槡３
４ ．

解法二：由已知截 面 周 长 为 槡３　２，由 等 周 定 理，当 截 面

为正六边形时面积最大，Ｓｍａｘ＝６×槡３４×
槡２（ ）２

２

＝ 槡３ ３
４ ．

无独有偶，２０１３年安徽 高 考 题 也 曾 考 查 过 正 方 体 的 截

面问题，如下．

例２　如 图，正 方 体ＡＢＣＤ－Ａ１Ｂ１Ｃ１Ｄ１ 的 棱 长 为１，Ｐ

为ＢＣ的中点，Ｑ为线段ＣＣ１ 上的动点，过点Ａ，Ｐ，Ｑ的平面

截该正方体所得的截面积为Ｓ，则下列命题正确的是　　　

（写出所有正确命题的编号）．

①当０＜ＣＱ＜１２
时，Ｓ为四边形

②当ＣＱ＝１２
时，Ｓ为等腰梯形

③当ＣＱ＝３４
时，Ｓ与Ｃ１Ｄ１ 的交点Ｒ满足Ｃ１Ｒ＝１３

④当３
４＜ＣＱ＜１

时，Ｓ为六边形

⑤当ＣＱ＝１时，Ｓ的面积为槡６
２

解法一：对于①，由 于Ｐ 为ＢＣ 的 中 点，Ｑ 为 线 段ＣＣ１

上的动点，所以截面Ｓ应 与 平 面ＡＢＣＤ 和 平 面ＤＣＣ１Ｄ１ 相

交，故可按照如 下 步 骤 作 出 截 面：先 连 接ＡＰ并 延 长 交ＤＣ

延长线于点Ｍ，则有 Ｍ∈平面ＣＤＤ１Ｃ１，又０＜ＣＱ＜１２
，再

连接 ＭＱ 并 延 长 交ＤＤ１ 于 点 Ｎ，最 后 连 接 ＡＮ 得 截 面

ＡＰＱＮ 即为截面Ｓ，故此时截面Ｓ为四边形．按照这种作法

当点Ｑ在线段ＣＣ１ 上的不 同 位 置 时，结 合 平 面 几 何 的 知 识

就可以得到相关 交 点 进 而 得 到 相 关 的 截 面 图 形．故 正 确 答

案为①②③⑤．

解法二：结合面 面 平 行 的 性 质 即 如 果 两 个 平 行 平 面 同

时和 第 三 个 平 面 相 交，那 么 它 们 的 交 线 平 行．过 点Ａ，Ｐ，Ｑ

的 平 面 截 该 正 方 体 所 得 的 截 面 与 平 面 ＡＤＤ１Ａ１、平 面



２２　　　 数学名题　三阶幻方．把１至９这九个自然数填在九宫格里，使横、竖和对角线上三个数的和都等于１５．

ＢＣＣ１Ｂ１ 相交，又 因 为 平 面ＡＤＤ１Ａ１／／平 面ＢＣＣ１Ｂ１，故 交

线互相平行．根据 两 条 平 行 直 线 确 定 一 个 平 面 也 可 作 出 截

面Ｓ．按照这种作法，当 点Ｑ在 线 段ＣＣ１ 上 的 不 同 位 置 时，

结合平面几何的 知 识 就 可 以 得 到 相 关 交 点，进 而 得 到 相 关

的截面图形．

能完整地作出截 面 图 形 是 解 决 此 题 的 关 键．画 截 面 与

正方体有关面的 交 线 问 题，对 于 截 面 问 题 要 利 用 平 面 的 确

定公理（公理２）作 为 理 论 依 据，先 作 截 面 与 有 关 棱 的 交 点，

根据“同一平面内两条直线不平行必相交”和公理１画 直 线

进而确定交点．点动成线，线动成面，从而作 出 截 面 图 形．我

们可以从教材上找出这些题的“影子”．

【人教Ａ版必修２第７８页第８题】已知α，β，γ是三个平

面，且α∩β＝ａ，α∩γ＝ｂ，β∩γ＝ｃ，且ａ∩ｂ＝Ｏ．

求证：ａ，ｂ，ｃ三线共点．

【人教Ａ版必修２第７８页第９题】如 图，平 面α，β，γ两

两相交，ａ，ｂ，ｃ为三条交线，且ａ／／ｂ，那 么ａ与ｃ，ｂ与ｃ有 什

么关系？为什么？

由这两个习题可 知，若 三 个 平 面 两 两 相 交 则 它 们 的 交

线互相平行或相交．

【人教Ａ版 必 修２第５７页 例２】已 知 正 方 体ＡＢＣＤ－

Ａ１Ｂ１Ｃ１Ｄ１，如图，求证：平面ＡＢ１Ｄ１／／平面Ｃ１ＢＤ．

【人教Ａ版必修２第７９页Ｂ组习题２】如 图，在 正 方 体

ＡＢＣＤ－Ａ１Ｂ１Ｃ１Ｄ１ 中，求证：

（１）Ｂ１Ｄ⊥平面Ａ１Ｃ１Ｂ；

（２）Ｂ１Ｄ与 平 面Ａ１Ｃ１Ｂ 的 交 点Ｈ 是△Ａ１Ｃ１Ｂ 的 重 心

（三角形三条中线的交点）．

由这两个例题可 知，若 平 面α与 每 条 棱 所 在 的 直 线 所

成的角都相等，则平面α垂直于 正 方 体 的 体 对 角 线，且 根 据

相似三角形相关知识知道截面图形的周长均相等．

２　不能忽视作图能力的培养

理性规范的作图 是 解 决 立 体 几 何 问 题 的 先 决 条 件，作

图就是利用图形 语 言 描 述 空 间 位 置 关 系．正 确 作 图 是 学 好

立体几何的基本功，也是空间想象力的具体体 现，要 培 养 直

观想象素养必须 过 好 作 图 这 一 关，画 空 间 图 形 的 过 程 就 是

培养直观想象素 养 的 过 程，学 生 的 作 图 水 平 与 直 观 想 象 素

养相辅相成．因此，教师不能忽视作图在立体几 何 教 学 中 的

地位以及在解决 立 体 几 何 问 题 中 的 作 用．如 何 正 确 作 出 图

形？应重视作图的原理、规范作图．

例３　如图，某空间几何体的正视图和俯视图分别是边

长为２的正方形 和 正 三 角 形，则 该 空 间 几 何 体 的 外 接 球 的

表面积为 （　　）

Ａ．１６π３ Ｂ．２８π３ Ｃ．１６π Ｄ．２１π

考试后发现很多 学 生 不 能 根 据 三 视 图 还 原 几 何 体，也

有不少同学虽然 能 想 象 出 该 几 何 体 是 一 个 四 棱 锥，但 是 因

为它的位置摆放的不“周正”，于是感觉别扭，以 上 原 因 导 致

解题无力为继．当几何体的摆放不“周正”时，往 往 难 以 根 据

三视图想象几何 体 的 结 构，我 们 可 以 考 虑 把 几 何 体 置 于 长

方体（或正方体）模型中，三视图需要从后面、侧 面 和 下 面 三

个角度竖起与 平 行 光 线 垂 直 的 投 影 面，长 方 体（或 正 方 体）

具有现成的面可 供 参 考．构 成 几 何 体 的 几 何 要 素 是 点、线、

面，其中点是基本元素，那么我们就把目光聚集 在 找 出 构 成

几何体的点上．

以棱长为２的 正 方 体ＡＢＣＤ－Ａ１Ｂ１Ｃ１Ｄ１（如 图）为 模

型考查这个几何体．

由正视图的两条虚线可 确 定Ａ１Ｂ１ 中 点Ｐ是 几 何 体 的



数学名题　意大利数学家伦纳德提出过一道问题：如果每对大兔每月生一对小兔，而每对小兔生长一个月就成为大兔，并 且 所

有的兔子全部存活，那么有人养了初生的一对小兔，一年后共有多少对兔子？

２３　　　

一个顶点，还可知Ｃ，Ｄ 是 几 何 体 的 顶 点，结 合 侧 视 图 可 以

排除顶点Ｃ１，Ｄ１，再由俯视图 可 以 排 除 顶 点Ａ１，Ｂ１，连 接 相

应顶点可得四棱锥Ｐ－ＡＢＣＤ（如图）．

底面ＡＢＣＤ是边长为２的正方形，其中侧面ＰＡＢ是边

长为２的正三角形 且 垂 直 于 底 面，这 个 四 棱 锥 的 底 面ＡＢ－

ＣＤ是面对我们的，因 此 很 多 同 学 不 习 惯，其 实 只 要 知 道 两

个互相垂直的平面通常画成直立平面的竖边与水平平 面 的

横边并垂直就很方便作图了，将四棱锥放置成如图所示．

取ＡＢ中点Ｆ，连接ＰＦ，则ＰＦ⊥ＡＢ，且ＰＦ 槡＝ ３，过底

面正方形ＡＢＣＤ的中心Ｅ 作底面 的 垂 线，则 由 球 体 的 对 称

性可知该四棱锥外接 球 的 球 心Ｏ在 此 垂 线 上，设 外 接 球 的

半 径 为 Ｒ，连 接 ＯＰ，ＯＡ，则 ＯＡ２ ＝ＯＥ２ ＋（槡２）
２，ＯＰ２ ＝

（槡３－ＯＥ）
２
＋１２，且ＯＰ＝ＯＡ＝Ｒ，代 入 求 解 得Ｒ２＝ ７３

，外

接球的表面积为Ｓ＝２８π３
，故选Ｂ．

３　不能忽视解题的逻辑连贯

立体几何 的 研 究 方 法 主 要 是 借 助 于 空 间 图 形 进 行 推

理．高中教科书在 内 容 组 织 上 注 意 了 以 下 几 点：一、联 系 实

际提出问题和引入概念，加强由实际模型到图形，再 由 图 形

到模型的基本训 练，逐 步 培 养 由 图 形 想 象 出 空 间 位 置 关 系

的能力．二、从图形 入 手，有 序 地 建 立 图 形、文 字、符 号 这 三

种语言的联系，在阐述定义、定理、公式等重 要 内 容 时，教 科

书一般是先给出图形，再用文字和符号描述对象，综 合 运 用

几种数学语言，使 其 优 势 互 补，将 抽 象 与 直 观 结 合 起 来，以

帮助学生在图形的基础上形成更好的理解．三、加 强 与 平 面

图形的联系，利用对比、引申、联想等方法，引 导 学 生 找 出 平

面图形和立体图形的异同，以及两者之间的内在 联 系，逐 步

培养学生将立体 图 形 问 题 转 化 为 平 面 图 形 问 题 的 能 力．教

师在立体几何教 学 中 还 应 着 重 强 化 学 生 的 主 体 地 位，改 变

“学生被老师牵着走”的被动局面，重视过程教学，例 题 讲 解

要示范，但是不能“你画我看”“你讲我听”，更要重 视 学 生 的

思维活动，“纸上 得 来 终 觉 浅，绝 知 此 事 要 躬 行”，要 让 学 生

学会思考，透视“为什么要这样”，充分利用已有的 知 识 切 身

经历并体会问题解决的过程，重视心智的参与，使 学 生 对 思

想方法的来龙去脉有深切的感知．

例４　（２０１８·浙江卷·８）已知四棱锥Ｓ－ＡＢＣＤ的底

面是正方形，侧 棱 长 均 相 等，Ｅ是 线 段ＡＢ 上 的 点（不 含 端

点），设ＳＥ与ＢＣ所成的 角 为θ１，ＳＥ与 平 面ＡＢＣＤ 所 成 的

角为θ２，二面角Ｓ－ＡＢ－Ｃ的平面角为θ３，则 （　　）

Ａ．θ１≤θ２≤θ３ Ｂ．θ３≤θ２≤θ１

Ｃ．θ１≤θ３≤θ２ Ｄ．θ２≤θ３≤θ１

解析：根据异面 直 线 所 成 角、线 面 角、二 面 角 的 定 义 作

出θ１，θ２，θ３，再根据最小 角 原 理 即 可 求 解；也 可 利 用 特 殊 值

法进行求解．

解法 一：如 图，连 接 ＡＣ 交ＢＤ 于 点Ｏ，连 接ＳＯ，则

ＳＯ⊥平面ＡＢＣＤ，取 ＡＢ 的 中 点Ｇ，连 接ＳＧ，ＯＧ，ＯＥ，则

ＳＧ⊥ＡＢ，且θ２＝∠ＳＥＯ，θ３＝∠ＳＧＯ，θ３≥θ２．又θ３ 即 为ＢＣ

与平面ＳＡＢ 所成的 角，根 据 最 小 角 原 理 知θ３≤θ１，故θ２≤

θ３≤θ１，故选Ｄ．

解法二：如图，设底面正方形边长为２，Ｓ到底面的距离

ＳＯ＝１，Ｅ是 线 段ＡＢ 上 靠 近 点Ａ 的 四 等 分 点，Ｇ为ＡＢ 的

中点，以ＥＧ，ＧＯ 为 邻 边 作 矩 形ＯＯ′ＥＧ，则θ１＝∠ＳＥＯ′，

θ２＝∠ＳＥＯ，θ３＝∠ＳＧＯ，得

ｔａｎθ１＝ＳＯ′ＥＯ′＝
槡５
２
，

ｔａｎθ２＝ＳＯＥＯ＝
１
槡５
２

＝ 槡２　５
５
，ｔａｎθ３＝１．

故ｔａｎθ２＜ｔａｎθ３＜ｔａｎθ１，可得θ２＜θ３＜θ１．

当Ｅ为ＡＢ 中点时，θ２＝θ３＝θ１．

综上有θ２≤θ３≤θ１，故选Ｄ．

本题旨在 让 学 生 体 会 立 体 几 何 问 题“平 面 化”思 想 和

“降维”思想．教学中应重视立体几何与平面知 识 的 联 系，体

会转化和化归的数学思想，让学生利用类比、联 想 等 方 法 理

解两者的内在联系，辨别二者的区别，并感悟到 将 空 间 问 题



２４　　　 数学名题　我国古代《孙子算经》中有一道著名的“河上荡杯”题：一位农妇在河边洗碗．邻居问：“你家里来了多少客人，要用这

么多碗？”她答道：“客人每两位合用一只饭碗，每三位合用一只汤碗，每四位合用一只菜碗，共用６５只碗．”她家里究竟来了多少

位客人？

转化为平面问题 是 处 理 立 体 几 何 问 题 的 重 要 思 想，从 而 进

一步拓展抽象思维和创新能力．

４　不能忽视知识的整合构建

数学是一个整体，其 整 体 性 既 体 现 在 同 一 部 分 内 容 知

识的前后逻辑关 系 上，也 体 现 在 代 数、几 何、三 角 等 各 部 分

内容之间的相互逻辑关系上．要搞好课堂教学，培 养 并 提 升

学生的学科素养，不能依赖模仿、记忆，关键 在 于 理 解 数 学、

理解教学、理解学 生，善 于 研 究 教 材 内 在 的 逻 辑 关 系，站 在

系统的高度，整体 把 握 教 学，准 确 把 握 学 生 的 认 知 基 础，设

计具有思考力度 的 问 题，促 进 学 生 注 重 数 学 结 构 体 系 的 系

统性、逻辑性和联系性，教学中应注意各部分内容 之 间 的 联

系，通过类比、联想、知识的迁移和应用等方 式，使 学 生 体 会

知识之间的有机联系，完善知识结构，进一步理解 数 学 的 本

质，在遇到一些陌生的情境时能激活大脑中的信 息，具 有 牵

一发而动全身的效能．

例５　（２０１８·全国卷Ⅱ理·１６）已知圆锥的顶点为Ｓ，

母线ＳＡ，ＳＢ所成角的余弦值为７
８
，ＳＡ与圆锥底面所成 角

为４５°，若△ＳＡＢ 的 面 积 为 槡５　 １５，则 该 圆 锥 的 侧 面 积

为　　　　．　

解析：如 图，设 ＯＡ＝ｒ，则ＳＡ＝ＳＢ 槡＝ ２　ｒ，Ｓ△ＳＡＢ ＝

１
２ＳＡ

·ＳＢ·ｓｉｎ∠ＡＳＢ＝１２
（槡２ｒ）

２· 槡１５
８ 槡＝５　 １５，解 得

ｒ 槡＝２　 １０，ＳＡ 槡＝ ２ｒ 槡＝４　５，圆锥侧面积为Ｓ＝πｒｌ 槡＝４０　２π．

本题利用三角形面积公式根据条件列出底面 半 径 的 方

程，求出半径，再由 条 件 得 出 圆 锥 母 线 长，最 后 求 圆 锥 的 侧

面积．

５．不能忽视论证的理性思辨

高中立体几何 课 程 历 来 以 培 养 学 生 的 逻 辑 思 维 能 力

和 空 间 想 象 能 力 为 主 要 目 标．立 体 几 何 引 入 空 间 向 量 的 方

法后，向量作为 代 数 与 几 何 的 载 体，往 往 在 解 决 立 体 几 何

二面角、夹角和 距 离 等 问 题 中 具 有 明 显 优 势，学 生 处 理 立

体几何问题喜 欢 用 空 间 向 量 的 方 法，久 而 久 之，对 教 材 中

的 定 义、定 理、性 质 等 基 础 知 识 记 忆 模 糊，导 致 推 理 论 证 能

力薄弱．

例６　 （２０１８· 浙 江 卷 ·１９）如 图，已 知 多 面 体

ＡＢＣＡ１Ｂ１Ｃ１，Ａ１Ａ，Ｂ１Ｂ，Ｃ１Ｃ均垂直于平面ＡＢＣ，∠ＡＢＣ＝

１２０°，Ａ１Ａ＝４，Ｃ１Ｃ＝１，ＡＢ＝ＢＣ＝Ｂ１Ｂ＝２．

（Ⅰ）求证：ＡＢ１⊥平面Ａ１Ｂ１Ｃ１；

（Ⅱ）求直线ＡＣ１ 与平面ＡＢＢ１ 所成的角的正弦值．

解法一：（Ⅰ）证明：由ＡＢ＝２，ＡＡ１＝４，Ｂ１Ｂ＝２，ＡＡ１⊥

ＡＢ，ＢＢ１⊥ＡＢ，得ＡＢ１＝Ａ１Ｂ１ 槡＝２　２，所 以ＡＢ２１＋Ａ１Ｂ２１＝

ＡＡ２１，ＡＢ１⊥Ａ１Ｂ１．由ＢＣ＝２，ＣＣ１＝１，Ｂ１Ｂ＝２，ＢＢ１⊥ＢＣ，

ＣＣ１⊥ＢＣ，得Ｂ１Ｃ１ 槡＝ ５．由ＡＢ＝ＢＣ＝２，∠ＡＢＣ＝１２０°，得

ＡＣ 槡＝２　３，由ＣＣ１⊥ＡＣ，得ＡＣ１ 槡＝ １３，所以ＡＢ２１＋Ｂ１Ｃ２１＝

ＡＣ２１，故ＡＢ１⊥Ｂ１Ｃ１．又因为Ａ１Ｂ１∩Ｂ１Ｃ１＝Ｂ１，故ＡＢ１⊥平

面Ａ１Ｂ１Ｃ１．

（Ⅱ）如 图，过 点Ｃ１ 作Ｃ１Ｄ⊥Ａ１Ｂ１，交 直 线Ａ１Ｂ１ 于 点

Ｄ，连接ＡＤ，由ＡＢ１⊥平面Ａ１Ｂ１Ｃ１，得平面Ａ１Ｂ１Ｃ１⊥平面

ＡＢＢ１．由Ｃ１Ｄ⊥Ａ１Ｂ１，得Ｃ１Ｄ⊥平 面ＡＢＢ１．所 以∠Ｃ１ＡＤ

即 为 直 线ＡＣ１ 与 平 面 ＡＢＢ１ 所 成 的 角．由 Ｂ１Ｃ１ 槡＝ ５，

Ａ１Ｂ１ 槡＝２　２，Ａ１Ｃ１ 槡＝ ２１，得 ｃｏｓ ∠Ｃ１Ａ１Ｂ１ ＝ 槡
槡
６
７
，

ｓｉｎ∠Ｃ１Ａ１Ｂ１＝１
槡７
，所以Ｃ１Ｄ 槡＝ ３，故ｓｉｎ∠Ｃ１ＡＤ＝槡３９１３ ．

因此，直 线 ＡＣ１ 与 平 面 ＡＢＢ１ 所 成 的 角 的 正 弦 值

为槡３９
１３ ．

解法二：向量法求解（略）．

此题第（Ⅱ）问 不 少 同 学 用 空 间 向 量 法，但 是 无 法 正 确

表示点的坐标，或者在解方程时出现错误算不 下 去．立 体 几

何的教学应以逻辑推理为基础，与空间向量相 配 合，直 观 想

象与推理论证并驾齐驱，注重培养学生严谨、有 理 有 据 的 理

性精神，让学生体会空间想象“也是讲道理”的，才 能 有 效 实

现思维能力的提高．数学思想逐步升华，理性精 神 的 培 养 也

就蕴含其中了．

（作者单位：安徽省淮南第二中学）


