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摘 要：文章讨论了在线性回归方程系统中，相同参数在不同准则下的相对效率以及相对效率的性质，并
对各相对效率的上、下界进行了讨论和证明。
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0 引言

统计学家们常常会对参数估计间的有效性作出比

较。比如，Bloomfield和Watson[1]，Wang和Shao[2]就利用不

等式法对线性模型中未知参数的最小二乘估计和最优线

性无偏估计进行了相对效率的讨论，Wang和Pan[3]对奇异

线性模型中的最小二乘估计和最优无偏估计的相对效率

进行了比较。

设由如下两个线性回归方程组成的线性回归方程系

统(R)：

(R) {y1 =X1β +H1β1 + e1                                              (1)
y2 =X2β +H2β2 + e2                                             (2)

其中，i = 12 ，yi 是 ni ´ 1的观测向量，Xi 和 Hi 分别

是 ni ´ p 和 ni ´ ti 的满秩矩阵，且满足 Rank(XiHi)=Rank

(Xi)+Rank(Hi) ，符号 Rank(·) 表示矩阵的秩，β和 βi 分别

是 n ´ 1和 ti ´ 1的未知参数，ei 是 ni ´ 1的随机向量，通常

假定其服从均值为0、协方差矩阵为 σi I 的多元正态分布，

σi 是未知参数，向量 e1 和 e2 相互独立。为了便于讨论，设

Qi = I -Hi(H
T
i Hi)

-1H T
i ，Ti = (H T

i Hi)
-1H T

i Xi 以 及 r =
σ1

σ2

，

i = 12 。

一方面，人们可针对线性回归方程系统(R)得到参数 β

和 βi(i = 12) 的最优线性无偏估计，可记为：

β̂*(r)= (X T
1 Q1X1 + rX T

2 Q2 X2)
-1(X T

1 Q1 y1 + rX T
2 Q2 y2) (3)

β̂*
1 = (H1H1)

-1H T
1 y1 - T1β

*(r) (4)

β̂*
2 = (H T

2 H2)
-1H T

2 y2 - T2β
*(r) (5)

另一方面，对单个线性回归方程(1)，参数 β和 β1 的最

优线性无偏估计为：

β̂ = (X T
1 Q1X1)

-1X T
1 Q1 y1 (6)

β̂1 = (H T
1 H1)

-1H T
1 y1 - T1 β̂ (7)

同理，对单个线性回归方程(2)，参数 β和 β2 的最优线

性无偏估计为：

β͂ = (X T
2 Q2 X2)

-1X T
2 Q2 y2 (8)

β͂1 = (H T
2 H2)

-1H T
2 y2 - T2 β͂ (9)

Liu[4]对 β̂*(r) 、β̂和 β͂分别进行了估计，并讨论了它们

的统计性质，并在均方误差准则下对 β̂*(r) 、β̂和 β͂进行了

比较。Ma和Wang[5]也在均方误差准则下对 β̂*(r) 、β̂ 和 β͂

进行了比较。在本文中，将针对线性回归系统(R)、线性回

归方程(1)、线性回归方程(2)中的相同参数 β进行讨论，并

分析其不同估计的相对效率。

对参数 β的不同估计式(3)、式(6)和式(8)，可计算得协

方差阵分别为：

Cov(β̂*(r))= σ1(X T
1 Q1X1 + rX T

2 Q2 X2)
-1 (10)

Cov(β̂)= σ1(X T
1 Q1X1)

-1 (11)

Cov(β͂)= σ2(X T
2 Q2 X2)

-1 (12)

由式(10)至式(12)可得：

Cov(β̂*(r))£Cov(β̂)Cov(β̂*(r))£Cov(β͂) (13)

式(13)表明线性回归系统(R)的协方差阵小于单个线

性回归方程的协方差阵，表明线性回归系统比单个线性回

归方程包含更多的信息，更能反映实际情况。因此，如果

利用 β̂ 或 β͂ 去代替 β̂*(r) ，就可能产生部分损失。为了能

较好地定义此种损失，一些学者对其进行了讨论，如Wu[6]，

Yang和Wang [7]等。Wang和Pan[3]在矩阵欧几里德范数准

则下对奇异线性模型的普通最小二乘估计和最优无偏估

计进行了相对效率的比较。Wu[8]在行列式和矩阵迹准则

下讨论了四种相对效率。本文引入两种类型的相对相率，

并重点讨论所引入相对效率的上界和下界。
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1 相对效率的定义

为了讨论利用 β̂ 或 β͂ 去代替 β̂*(r) 产生的损失，本文

沿用文献[9]，给出如下四种类型的相对效率：

u1(β̂
*(r)|β̂)=

 Cov(β̂*(r))
2

 Cov(β̂)
2

     u2(β̂
*(r)|β͂)=

 Cov(β̂*(r))
2

 Cov(β͂)
2

u3(β̂
*(r)|β̂)=

 Cov(β̂*(r))
F

 Cov(β̂)
F

     u4(β̂*(r)|β͂)=
 Cov(β̂*(r))

F

 Cov(β͂)
F

其中：

 A
2
= λmax(AT A)

 A
F
= å

i = 1

n

å
j = 1

n

aij
2 = tr(AT A)

称  A
2
和  A

F
为矩阵A的谱范数和F范数。由式

(13)可知，0 < ui(·)£ 1 (i = 1234) 。

2 u1(β̂
*(r)|β̂) 和 u2(β̂

*(r)|β͂) 的上界和下界

为了讨论的需要，给出如下几个引理。

设 A(或 B)是 n ´ n 的非负定矩阵，即 A ³ 0 ，B ³ 0 ，

λ1(·)³ λ2(·)³ ³ λn(·) 表示矩阵A(或 B)的 n 个有序特征

值。

引理1[9] ：设A和B是Hermite矩阵，A ³ 0 ，B ³ 0 ，则

有：

0 £ tr(AB)£ λ1(B)tr(A)£ tr(A) × tr(B)

引理2[9] ：设A和B是Hermite矩阵，则有：

λi(A +B)£ λj(A)+ λk(B)     i ³ j + k - 1

λj(A)+ λk(B)£ λj + k - n(A +B)     j + k ³ n

引理3[9] ：设A和B是Hermite矩阵，A ³ 0 ，B ³ 0 ，则

有：

tr(A-1B)³
tr(B)
λ1(A)

³
tr(B)
tr(A)

引理4[9] ：（Poincare定理）设A是 n ´ n 的对称矩阵，B

是 n ´ k 的正交矩阵，则有：

λn - k + i(A)£ λi(B
′AB)£ λi(A) i = 12k

首先，有如下结论：

定理1：设 β̂*(r) 和 β̂是由式(3)和式(6)确定的估计量，

其相对效率定义为：

u1(β̂
*(r)|β̂)=

 Cov(β̂*(r))
2

 Cov(β̂)
2

则有：
θp

min{θm + rηn ; m + n £ p + 1}
£ u1(β̂

*(r)|β̂)£
θp

θp + rηp

其中，θ1 ³ θ2 ³ ³ θp > 0 、η1 ³ η2 ³ ³ ηp > 0 分别是

X T
1 Q1X1 和 X T

2 Q2 X2 对应的p个有序特征值。

证明：由 u1(β̂
*(r)|β̂) 的定义，可得：

u1(β̂
*(r)|β̂)=

 Cov(β̂*(r))
2

 Cov(β̂)
2

=
 (X T

1 Q1X1 + rX T
2 Q2 X2)

-1

2

 (X T
1 Q1X1)

-1

2

(14)

又因 X T
1 Q1X1 > 0 ，X T

2 Q2 X2 > 0 ，故有：

 (X T
1 Q1X1)

-1

2
= λ1[(X T

1 Q1X1)
-2] = θ-1

p (15)

 (X T
1 Q1X1 + rX T

2 Q2 X2)
-1

2
= λ1[(X T

1 Q1X1 + rX T
2 Q2 X2)

-2]

= λ-1
p (X T

1 Q1X1 + rX T
2 Q2 X2) (16)

由引理2可得：

λi(X T
1 Q1X1 + rX T

2 Q2 X2)³ λs(X T
1 Q1X1)+ rλt(X T

2 Q2 X2)=

θs + rηt     s + t £ i + p     (17)

λi(X T
1 Q1X1 + rX T

2 Q2 X2)£ λm(X T
1 Q1X1)+ rλn(X T

2 Q2 X2)=

θm + rηn   m + n £ i + 1         (18)

则：

max{θs + rηt ; s + t £ i + p}£ λi(X T
1 Q1X1 + rX T

2 Q2 X2)£min

{θm + rηn ; m + n £ i + 1} (19)

又因：

λ1(X T
1 Q1X1 + rX T

2 Q2 X2)£ θ1 + rη1 (20)

λp(X T
1 Q1X1 + rX T

2 Q2 X2)³ θp + rηp (21)

故有：

[min{θm + rηn ; m + n £ i + 1}]-1 £ λ-1
p (X T

1 Q1X1 + rX T
2 Q2 X2)

£ (θp + rηp)
-1 (22)

由式(15)和式(22)，可得：
θp

min{θm + rηn ; m + n £ i + 1}
£ u1(β̂

*(r)|β̂)£
θp

θp + rηp

(23)

证毕。

事实上，若 X T
1 Q1X1 和 X T

2 Q2 X2 是正定的数量矩阵，

则可得：

u1(β̂
*(r)|β̂)=

θp

θp + rηp

(24)

定理2：设 β̂*(r) 和 β̂是由式(3)和式(6)确定的估计量，

若 X T
1 Q1X1 和 X T

2 Q2 X2 是可交换的，则：

u1(β*(r)|β̂)=
min

1 £ i £ p
θi

min
1 £ i £ p

(θi + rηi)
(25)

其中 θ1 ³ θ2 ³ ³ θp > 0 、η1 ³ η2 ³ ³ ηp > 0 分别是

X T
1 Q1X1 和 X T

2 Q2 X2 的p个有序特征值。

证明：因 X T
1 Q1X1 和 X T

2 Q2 X2 是可交换的，则存在一

个正交阵P，使得：

X T
1 Q1X1 =PTΛP     Λ = diag(θ1θ2θp) (26)

X T
2 Q2 X2 =PTDP     D= diag(η1η2ηp) (27)

则：

(X T
1 Q1X1 + rX T

2 Q2 X2)
-1 =PT (Λ + rD)-1P (28)

又因：

 (X T
1 Q1X1 + rX T

2 Q2 X2)
-1

2
= λ1[(X T

1 Q1X1 + rX T
2 Q2 X2)

-2]
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= λ-1
p (X T

1 Q1X1 + rX T
2 Q2 X2)= λ

-1
p (P′(Λ + rD)P)= λ-1

p ((Λ + rD))=

é
ë

ù
û

min
1 £ i £ p

(θi + rηi)
-1

(29)

同时，

 (X ′
1Q1X1)

-1

2
= é
ë

ù
û

min
1 £ i £ p

θi

-1

(30)

将式(29)和式(30)带入 u1(β̂
*(r)|β̂) 可证得：

u1(β̂
*(r)|β̂)=

min
1 £ i £ p

θi

min
1 £ i £ p

(θi + rηi)
(31)

证毕。

利用同样的方法，可证明关于 u2(β̂
*(r)|β͂) 的上界和下

界。

定理3：设 β̂*(r) 和 β͂是由式(3)和式(8)给出的估计量，

由 β͂代替 β̂*(r) 产生的相对效率定义为：

u2(β̂
*(r)|β͂)=

 Cov(β̂*(r))
2

 Cov(β͂)
2

则有：

r ×
ηp

min{θm + rηn ; m + n £ i + 1}
£ u2(β̂

*(r)|β͂)£ r ×
ηp

θp + rηp

(32)

其中，θ1 ³ θ2 ³ ³ θp > 0 、η1 ³ η2 ³ ³ ηp > 0 分别是

X T
1 Q1X1 和 X T

2 Q2 X2 的p个有序特征值。

定理4：设 β̂*(r) 和 β͂是由式(3)和式(8)给出的估计量，

若 X T
1 Q1X1 和 X T

2 Q2 X2 是可交换的，则有：

u2(β̂
*(r)|β͂)= r ×

min
1 £ i £ p

ηi

min
1 £ i £ p

(θi + rηi)
(33)

其中，θ1 ³ θ2 ³ ³ θp > 0 、η1 ³ η2 ³ ³ ηp > 0 分别是

X T
1 Q1X1 和 X T

2 Q2 X2 的p个有序特征值。

3 u3(β̂
*(r)|β̂) 和 u4(β̂*(r)|β͂) 的上、下界

下文将讨论 u3(β̂
*(r)|β̂) 和 u4(β̂*(r)|β͂) 的上、下界。

定理5：设 β̂*(r) 和 β̂是由式(3)和式(6)确定的估计量，

其相对效率定义为：

u3(β̂
*(r)|β̂)=

 Cov(β̂*(r))
F

 Cov(β̂)
F

则有：

å
i = 1

p

[min{θm + rηn ; m + n £ i = 1}]-1

(θ1 + rη1) ×å
i = 1

p

θ-2
i

£ u3(β̂
*(r)|β̂)£

å
i = 1

p

[max{θs + rηt ; s + t = i + p}]-1

(θp + rηp) ×å
i = 1

p

θ-2
i

其中 θ1 ³ θ2 ³ ³ θp > 0 、η1 ³ η2 ³ ³ ηp > 0 分别是

X T
1 Q1X1 和 X T

2 Q2 X2 的p个有序特征值。

证明：由 u3(β̂
*(r)|β̂) 的定义可得：

u3(β̂
*(r)|β̂)=

 Cov(β̂*(r))
F

 Cov(β̂)
F

=
 σ1(X T

1 Q1X1 + rX T
2 Q2 X2)

-1

F

 σ1(X T
1 Q1X1)

-1

F

  =
 (X T

1 Q1X1 + rX T
2 Q2 X2)

-1

F

 (X T
1 Q1X1)

-1

F

(34)

因 X T
1 Q1X1 ³ 0 ，故存在正交阵P，使得：

PT (X T
1 Q1X1)P = diag(θ1θ2θp)θ1 ³ θ2 ³ ³ θp > 0 (35)

则： (X T
1 Q1X1)

-1 2

F
= tr[(X T

1 Q1X1)
-1]=å

i = 1

p

θ-2
i (36)

又由于 X T
1 Q1X1 + rX T

2 Q2 X2 > 0 ( r =
σ1

σ2

)，故：

 (X T
1 Q1X1 + rX T

2 Q2 X2)
-1 2

F
= tr[(X T

1 Q1X1 + rX T
2 Q2 X2)

-1]2 (37)

由引理1和引理3可得：

tr[(X T
1 Q1X1 + rX T

2 Q2 X2)
-1]

λ1(X T
1 Q1X1 + rX T

2 Q2 X2)
£ tr[(X T

1 Q1X1 + rX T
2 Q2 X2)

-1]2

£
tr[(X T

1 Q1X1 + rX T
2 Q2 X2)

-1]

λp(X T
1 Q1X1 + rX T

2 Q2 X2)
(38)

其中：

tr[(X T
1 Q1X1 + rX T

2 Q2 X2)
-1]=å

i = 1

p

λ-1
i (X T

1 Q1X1 + rX T
2 Q2 X2) (39)

由引理2：

λi(X T
1 Q1X1 + rX T

2 Q2 X2)³ λs(X T
1 Q1X1)+ rλt(X T

2 Q2 X2)=

θs + rηt   s + t = i + p  (40)

λi(X T
1 Q1X1 + rX T

2 Q2 X2)£ λm(X T
1 Q1X1)+ rλn(X T

2 Q2 X2)=

θm + rηn   m + n £ i + 1     (41)

则：

max{θs + rηt ; s + t = i + p}£ λi(X T
1 Q1X1 + rX T

2 Q2 X2)£min

{θm + rηn ; m + n £ i + 1} (42)

因此：

å
i = 1

p

[min{θm + rηn ; m + n £ i + 1}]-1 £ tr[(X T
1 Q1X1 + rX T

2

Q2 X2)
-1]£å

i = 1

p

[max{θs + rηt ; s + t £ i + p}]-1 (43)

且

λ1(X T
1 Q1X1 + rX T

2 Q2 X2)£ θ1 + rη1 (44)

λp(X T
1 Q1X1 + rX T

2 Q2 X2)³ θp + rηp (45)

由式(36)和式(43)至式(45)，可得：

å
i = 1

p

[min{θm + rηn ; m + n £ i = 1}]-1

(θ1 + rη1) ×å
i = 1

p

θ-2
i

£ u3(β̂
*(r)|β̂)£

å
i = 1

p

[max{θs + rηt ; s + t = i + p}]-1

(θp + rηp) ×å
i = 1

p

θ-2
i
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证毕。

定理6：设 β̂*(r) 和 β̂是由式(3)和式(6)确定的估计量，

θ1 ³ θ2 ³ ³ θp > 0 、η1 ³ η2 ³ ³ ηp > 0 分别是 X T
1 Q1X1 和

X T
2 Q2 X2 的p个有序特征值，若 X T

1 Q1X1 和 X T
2 Q2 X2 是可

交换的，则：

u3(β̂
*(r)|β̂)=

å
i = 1

p

(θi + rηi)
-2

å
i = 1

p

θ-2
i

证明：因 X T
1 Q1X1 和 X T

2 Q2 X2 是可交换的，故存在正

交矩阵P使得：

X T
1 Q1X1 =P′ΛPΛ = diag(θ1θ2θp)

X T
2 Q2 X2 =PTDPΛ = diag(η1η2ηp)

故有：

(X T
1 Q1X1 + rX T

2 Q2 X2)
-1 =PT (Λ + rD)P

又因：

 (X1
′Q1X1 + rX2

′Q2 X2)
-1 2

F

= tr[PT (Λ + rD)-1(Λ + rD)-1P = tr[(Λ + rD)-2]

= tr

æ

è

ç

ç

ç
çç
ç
ç

ç
ö

ø

÷

÷

÷
÷÷
÷
÷

÷
1

(θ1 + rη1)
-2


1

(θp + rηp)
-2

=å
i = 1

p
1

(θi + rηi)
2

所以：

u3(β̂
*(r)|β̂)=

 Cov(β̂*(r))
F

 Cov(β̂)
F

=
å
i = 1

p

(θi + rηi)
-2

å
i = 1

p

θ-2
i

证毕。

用上述类似的方法，可以得到关于 u4(β̂*(r)|β͂) 的上界

和下界，即：

定理7：设 β̂*(r) 和 β͂是由式(3)和式(8)给出的估计量，

θ1 ³ θ2 ³ ³ θp > 0 、η1 ³ η2 ³ ³ ηp > 0 分别是 X T
1 Q1X1 和

X T
2 Q2 X2 的p个有序特征值，由 β͂代替 β̂*(r) 产生的相对效

率定义为：

u4(β̂*(r)|β͂)=
 Cov(β̂*(r))

F

 Cov(β͂)
F

则有：

å
i = 1

p

[min{θm + rηn ; m + n £ i = 1}]-1

(θ1 + rη1) ×å
i = 1

p

η-2
i

£ u4(β̂*(r)|β͂)£ r ×

å
i = 1

p

[max{θs + rηt ; s + t = i + p}]-1

(θp + rηp) ×å
i = 1

p

η-2
i

定理8：设 β̂*(r) 和 β͂是由式(3)和式(8)给出的估计量，

θ1 ³ θ2 ³ ³ θp > 0 、η1 ³ η2 ³ ³ ηp > 0 分别是 X T
1 Q1X1 和

X T
2 Q2 X2 的p个有序特征值，若 X T

1 Q1X1 和 X T
2 Q2 X2 是可

交换的，则有：

u4(β̂*(r)|β͂)= r ×
å
i = 1

p

(θi + rηi)
-2

å
i = 1

p

η-2
i

4 结束语

本文针对线性回归方程系统中相同参数的三种最优

线性无偏估计，提出了在谱范数和F范数准则下不同无偏

估计的相对效率，分析并证明了在两种不同准则下四种相

对效率的上界和下界。
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控制单个随机解释变量条件下
被解释变量平均改变量的估计方法
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摘 要：文章在将两个相关随机变量中的一个适当分解为两个随机变量的基础上，对解释变量完全是随机
变量的不完全多重共线问题，给出了用一个原解释变量以及与其不相关随机解释变量线性表示被解释变量的
表示方法。进而研究了单独控制一个原解释变量改变一个单位条件下被解释变量的平均改变量（单控改变
量），给出了估计单控改变量的方法——剔除相关变量法，证明了估计量的无偏性和一致性，并证明了估计量方
差依概率收敛到有效估计量的方差。
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0 引言

对不完全多重共线问题，在随机误差项同方差、不相

关、解释变量与随机误差项不相关的条件下，随着多重共

线严重程度的增加，参数的最小二乘估计量的方差急剧增

加。为了降低参数估计量的均方误差，Hoerl A E[1]在1962

年首先放弃无偏性要求，提出了估计模型参数的岭回归方

法，并与Kennard[1]于1970年给予了详细讨论；W .F. Massy

于1965年提出了主成分回归等有偏估计方法，较好地解

决了参数估计问题，估计了当某解释变量改变一个单位，

并且其他解释变量保持不变的条件下，被解释变量的平均

改变量。文献[2-7]在总结前人研究成果的基础上，提出

了一些解决多重共线性问题的思想方法，这些思想方法的

目标仍是较好估计原模型中某个或某些解释变量的系数。

在所有解释变量都是可控的前提下，本文由上述方法

较好地估计模型参数后，就可以通过控制解释变量达到控

制被解释变量平均改变量的目的。然而在社会、经济等问

题中，有些解释变量是可控的，有些解释变量是不可控

的。例如文献[8]中显示，中国粮食产量受农业化肥施用

量、粮食播种面积、成灾面积的影响。其中成灾面积显然

是不可控的。即使较好地估计了模型参数，也不能通过适

当控制农业化肥施用量、粮食播种面积并保持成灾面积不

变来达到预期的粮食产量。我们应该研究的是，在适当调

整农业化肥施用量、粮食播种面积的条件下，粮食产量的

平均改变量。本文试图研究最简单的一种情况：控制某解

释变量改变一个单位的同时，虽然不能控制其他解释变量

保持不变，但解释变量间的相关性依然保持不变，由样本

估计的变量之间的定量关系外延一定范围仍成立。进而

研究某解释变量改变一个单位条件下被解释变量的平均

改变量。

当解释变量全部为随机变量时，不完全多重共线问题

中的被解释变量由一组线性相关随机解释变量和一个与

随机解释变量不相关的随机误差项所表示。本文关心的
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